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Рассмотрена задача упаковки, которая состоит в наиболее рациональном раз-
мещении группы заданных предметов. Поскольку при моделировании разме-
щения грузов, раскрое материала и подобных процессов возникает вопрос о 
непересечении предметов, предложен новый подход к построению условий 
непересечения при помощи неравенств, которые задаются функцией Минков-
ского. Построены аналитические формулы, описывающие функции Минков-
ского от разности (суммы) различных тел.  

При размещении или упаковке предметов возникает вопрос об оптимальном 
их расположении. То есть, задача упаковки заключается в моделировании 
наиболее рационального размещения группы определенных предметов 
[1–3]. Сюда же относятся задачи раскроя, в которых требуется так рас-
кроить кусок материала, чтобы получить максимальное число заготовок 
[4–9]. При перевозке грузов (контейнеров) требуется упаковать как можно 
больше предметов в заданном пространстве. Рассмотрим, к примеру, пере-
возку грузов в транспортном самолете. Грузы в контейнере самолета разме-
щаются в несколько рядов. Причем, центр тяжести всей совокупности гру-
зов должен находиться как можно ближе к центру тяжести самолета. 

Поиск оптимального расположения груза, раскроя материала и модели-
рования подобных процессов приводит к вопросу о непересечении предме-
тов или заготовок. Этот вопрос является одним из центральных. В данной 
работе грузы или заготовки описываются выпуклыми компактными множе-
ствами (телами). 

В представленной работе предложен новый подход к построению усло-
вий непересечения. Два тела не пересекаются, если разность их «центров» 
не принадлежит разности двух выпуклых множеств, которые описывают 
размещение предметов. Этот факт выражается с помощью неравенства, ко-
торое задается функцией Минковского [10]. В работе построены аналитиче-
ские формулы, описывающие функции Минковского от разности (суммы) 
различных тел. 

1. УСЛОВИЕ НЕПЕРЕСЕЧЕНИЯ 

Под телом будем понимать выпуклое компактное множество с непустой 
внутренностью. 
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Будем считать, что два тела M  и N  не пересекаются, тогда и только 
тогда, когда пересечением их внутренностей является пустое множество, т.е. 

0intint /=NM ∩ . Нетрудно доказать, что это эквивалентно тому, что 

 NM intint0 −∉ . (1) 

Представим ,)(,)( ByyNAxxM +=+=  где BARyx n ,,, ∈  — вы-

пуклые компактные множества из nR . 
Множества не пересекаются, т.е. 0int)(int /=NxM ∩ , тогда и только 

тогда, когда, согласно (1), 

 CyxBAyxByAx int)(int)int()int(0 +−=−+−=+−+∉ , где BAC −= , 

или 
 Cxy int∉− . (2) 

Для дальнейшей работы с выпуклыми множествами будем использо-
вать функцию Минковского [10]: { }CzzC λλµ ∈>= :0inf)( . Эта функция 
интересна сама по себе как пример выпуклой функции [11]. 

Известно, что z  является внутренней точкой множества C , т.е. 
Cz int∈  тогда и только тогда, когда 1)( <zµ ; z  является граничной точкой 

множества C , т.е. 

 Cz ∂∈  тогда и только тогда, когда 1)( =zµ ; (3) 

z  не принадлежит замыканию множества C , т.е. 

 Cz∉  тогда и только тогда, когда 1)( >zµ . (4) 

Поэтому, согласно (3), (4), условие не пересечения Mint  и Nint , или 
условие (2), можно записать в виде 1)( ≥− xyCµ . 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим множества вида miAx ii ,,1, …=+ , где i
n

i ARx ,∈  — замкну-

тые выпуклые множества в nR , такие, что iAint0∈ . 
Рассмотрим задачу упаковки множества тел miAi ,,1, …= , в выпуклое 

множество nRN ⊂ . Это означает, что тела не должны попарно пересекать-
ся и должны содержаться в N . Аналогично предположим iAint0∈ , 

mi ,,1…= . Под векторами ix  понимаем смещение этих тел относительно 
точки 0 (начало координат). 

Таким образом, на переменные ix  наложим условия 

 ( ) ( ) mjiAxAx jjii ,,1,,0 …∩ =∀/=++ , (5) 

 miNAx ii ,,1, …=∀⊂+ . (6) 
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Ограничение (5) — условие непересечения тел, ограничение (6) — ус-
ловие содержания тел во множестве N . Ограничение (6) можно записать в 
виде 
 miANx ii ,,1,* …=∀∈ . (7) 

Символ *  обозначает геометрическую разность множеств. Понятие 

геометрической разности впервые введено Г. Минковским [10], в дальней-
шем изучено и описано в работах Л.С. Понтрягина [12] и М.С. Ни-
кольского [13]. 

Определение. Пусть BA,  — непустые множества в nR . Геометриче-

ской разностью BA *  называется множество { }ABcRcC n ⊂+∈= : . 

Отметим, что BA *  может оказаться пустым множеством. 

Обозначим 

ijµ  — функция Минковского множества ji AA − , mji ,,1, …=∀ , 

iν  — функция Минковского множества miAN i ,,1,* …=∀ . 

Из п. 1. следует, что условия (5), (7) можно переписать в виде 

 ijmiyx jiij ,,1,,,1,1)( …… ==≥−µ , mixii ,,1,1)( …=≤ν . 

Включение множеств iA  в N  является упаковкой этих множеств, ко-
торая может не быть оптимальной по разным критериям. 

Рассмотрим функционал min),,( 1 →nxxf … . 
Под функционалом можно понимать, например, периметр, объем, 

центр тяжести. 

3. ПРИМЕРЫ ФУНКЦИЙ МИНКОВСКОГО ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ 
МНОЖЕСТВ 

1. Декартово произведение множеств. Пусть множество M  пред-
ставимо в виде декартова произведения множеств, а именно 

 kMMM ××= …1 , где kn
k

n EMEM ⊂⊂ ,,1
1 … , nnn k =++…1 . 

Тогда )(max)( i
M

i
M xx

i
µµ = . 

Действительно, Mx λ∈  тогда и только тогда, когда ii
i Mx λ∈ , 

ni ,,1…=∀ . 
2. Выпуклое центральносимметричное множество. Пусть C  — вы-

пуклое, уравновешенное (центральносимметричное) множество, и Cint0∈ . 

)(xCµ  является нормой вектора x  в пространстве nR . 
Пусть CrA ii = . Если CbBCaA == , , то CbaBA )( +=± , 0, >ba . 
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Тогда )(1)( x
ba

x CBA µµ
+

=± . 

3. Отрезок. Пусть ]1,1[−=C  (рис. 1). 

Тогда ||)( 11 xxC =µ  

Пусть ]1,1[111 −== aCaC . Тогда ||1)( 1
1

11
x

a
xC =µ . 

4. Параллелограмм. Пусть CaCaM n××= …1 . Тогда 

 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ||1max)( i
i

M x
a

xµ . 

5. Шар. Пусть { }0,:),,( 222
11 >≤++∈= rrxxRxxM n

n
n …… . Тогда 

 =)(xMµ  
r
x

=  или 
r

xx
x n

M

22
1)(

++
=

"
µ . 

6. Эллипсоид. Пусть D  — положительно-определенная симметричная 
матрица размерности nn× . 

Под эллипсом будем понимать множество вида { :nRxM ∈=  

}2, aDxDx ≤ . Тогда 
a

xD
xM =)(µ . 

Если ),,(diag 1 nddD …= , то 
a

xdxd
x nn

M

222
1

2
1)(

++
=

"
µ . 

Последнее выражение можно переписать 

 2

2

2
1

2
1

222
1

2
1)(

n

nnn
M

a
x

a
x

a
xdxd

x ++=
++

= "
"

µ , где ni
d
aa

i
i ,,1, …== . 

7. Цилиндр. На основании примера 1 разобьем цилиндр (рис. 2) на де-
картово произведение множеств: отрезка и шара. Т.е. приведем к виду  

 21 MMM ×= , 
где 
 }0,:),{( 22

2
2
1

2
21

1 >≤+∈= rrxxRxxM ,  

 { }0,: 33
2 >≤≤−∈= ccxcRxM . 

Воспользуемся тем, что в силу примера 1 для функции Минковского 
справедливо: 

 { } { })(),(max,:0inf 2
2

1
1

2211 xxMxMx µµλλλµ =∈∈>=  

Рис. 1. Отрезок 
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Тогда 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

=
c
x

r
xx

M
3

2
2

2
1 ,maxµ . 

8. Сумма прямоугольника и круга. Пусть имеется прямоугольник со 
сторонами 12a  и 22a , и окружность радиуса r  (рис. 3). 

Найдем функцию Минковского в первой четверти. В остальных четвер-
тях руководствуемся аналогичными рассуждениями. 

Для точек, лежащих в области между осью 1OX  и прямой 1l , 

ra
x

x
+

=
1

1)(µ . Для точек, лежащих в области между прямой 2l  и осью 2OX  

ra
x

x
+

=
2

2)(µ . 

Осталось найти функцию Минковского для точек, лежащих в области 

между прямыми 1l  и 2l . Для начала введем обозначение λ
λ
=

1 . Тогда 

 ( ) ( ) 22
22

2
11 raxax =−+− λλ . 

Рис. 3. Сумма прямоугольника и круга 

Рис. 2. Цилиндр 
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Решением данного квадратного уравнения будут 

 
( ) ( )

2
2

2
1

2
2112

2
2

2
1

2
2211

xx

xaxaxxrxaxa

+

−−+±+
=λ . (8) 

Определим знак. Для этого воспользуемся вспомогательной точкой с 
координатами ),( 21 aa . Для нее точно известно, что 1=λ . Подставим 1=λ  
и координаты точки в (8): 

 
( ) ( )( ) ( )( )

( )
=

++

+−−++±++
= 2

2
2
1

2
2121

2
2

2
1

2
22

2
11

raa

raaaaraarraaa
 

 
( ) ( )

( )22
2
1

222
2
1

raa

rarraaa

++

+±++
= . 

Для получения единицы следует взять знак « + ». 
Таким образом, для точек, лежащих в области между прямыми 1l  и 2l , 

функция Минковского имеет вид 

 
( ) ( )22112

2
2

2
1

2
2211

2
2

2
1)(

xaxaxxrxaxa

xxx
−−+++

+
=µ . 

Функция Минковского в остальных четвертях находится аналогично. 
Таким образом, представленные примеры иллюстрируют использова-

ние функции Минковского для описания условия непересечения различных 
множеств. 

Необходимость задания условий непересечения множеств возникает 
при формулировании различных задач, в том числе задач оптимизации. 
Примером использования функции Минковского для описания условий не-
пересечения при формулировке одной оптимизационной задачи является 
работа [14]. 

ВЫВОДЫ 

Построены аналитические формулы функции Минковского для разности 
(суммы) различных выпуклых множеств таких как параллелепипеды, элип-
соиды, круги и прямоугольники. Разработанный метод позволит строить 
приближенные функции Минковского для разности различных тел. 

Предложенный подход применяется для решения задач оптимального 
размещения грузов. 
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