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ПОБУДОВА АПРОКСИМАЦІЙНОЇ 
СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНОЇ ТА МІНІМАКСНОЇ 

БАГАТОВИМІРНОЇ СПЛАЙН-ФУНКЦІЇ  
НА ХАОТИЧНІЙ СІТЦІ 

І.А. КУЦЕНКО 

Запропоновано перехід від задачі побудови як середньоквадратичної, так і мі-
німаксної апроксимаційної багатовимірної сплайн-функції на хаотичній сітці 
до задачі знаходження розв’язку перевизначених систем лінійних рівнянь. Пе-
рехід здійснено шляхом зведення результатів варіаційної теорії побудови бага-
товимірних сплайн-функцій на хаотичній сітці до простих алгебраїчних умов. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Дано: ))()2()1( ,...,,( NPPPP = -система розташованих в nR  точок =)(kP  

),...,( )()(
1

k
n

k PP= , Nk ,1=  (задана випадкова сітка) та 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

M
M

n

n

M b

b

a

a

a

a
X

1

)(

)1(

)(
1

)1(
1

 

— масив з M  значень ),...,( 1 Mbb   деякої невідомої функції в M  n -

вимірних точках Miaaa i
n

ii ,1)*,,...,( )()(
1

)( == . Тут M  значно більше n . 

Визначимо на сітці P  інтерполяційну сплайн-функцію );;( PP λσ , яка в 
точках сітки приймає значення [1,2,3] 

 NirPP i
i ,1,);;( )( ==λσ  (1) 

і має вигляд 

 ∑+∑=
−≤=

−
1

)(

1
, )();;(

m

i
N

i
nmi PPPGPP

α

α
ανλλσ , (2) 

де ),...,(,... 1
*2

2
1

1 n
n

n PPPPPPP == αααα ; k
kPα — k-а координата в kα –й сте-

пені; ∑
−≤ 1mα

— сума всіх можливих комбінацій: при 0=α  — це вільний 



І.А. Куценко 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2008, № 4 122

коефіцієнт, при 1=α — вільний коефіцієнт плюс складові при лінійній фо-

рмі k

n

k
k P∑

=

+
1

0 νν , при 2=α  — сума при 1=α  плюс складові при квадра-

тичній формі ∑∑
= =

n

k
lk

n

l
kl PP

1 1
ν  і т.д. (всього 

)!1(!
)!1(

−
−+

mn
mn  складових); 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

=−−
=− −

−

,12,

,2,ln
)( 2

2

,
knPx

knPxPx
PxG nm

nm

nm  

 
2
1

2

1
)(
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=− ∑

=

n

i
ii PxPx ,  *

21 ),...,,( nPPPP = ,  *
21 ),...,,( nxxxx = . 

Для неперервності функцій Гріна )(, PxG nm −  необхідно виконання 
умови 2/nm > . Зведення висновків варіаційної теорії побудови багатовимі-
рних сплайн-функцій на хаотичній сітці до простих алгебраїчних умов до-
зволяє розглядати знаходження коефіцієнтів такого сплайну як розв’язок 
деякої системи лінійних рівнянь. Для цього введемо для коефіцієнтів ν  з 
формули (2) суцільну лінійну індексацію. Тоді коефіцієнти Nii ,1, =λ  та 
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співпадіння значень сплайн-функції у заданих точках P  та ортогональності 
функцій поліноміального ядра між собою на цих же точках. У матричній 
формі це має такий вигляд: 
 rC =λ , (3) 
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де ∗= ),...,,,,...,,( 2121 ϑνννλλλλ N , ∗= )0,...,0,0,,...,,( 21 Nrrrr  — вектори роз-

мірністю ϑ+N  кожний; ∗ — знак транспонування; ),()(
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Щоб система мала розв’язок, необхідно виконати умову ϑ≥N . 

Знайдемо на сітці P  таку сплайн-функцію );;( PP λσ  вигляду (1) з ко-
ефіцієнтами ∗= ),...,,,,...,,( 2121 ϑνννλλλλ N , щоб на масиві X для неї вико-
нувались умови 
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ЗАГАЛЬНА СХЕМА РОЗВ’ЯЗКУ 

Сплайн-функцію );;( PP λσ  виду (1) при фіксованих значеннях P , m  та n  
можна записати так: 

 ))(,()();;(
1

PgPgPP
pN

i
ii λλλσ == ∑

=

,  (6) 

де NiPPGPg i
nmi ,1),()( )(

, =−= , p
m

i NNiPPg ,1,)(
1

+== ∑
−≤α

α
αν . 

Для її повного визначення необхідно знайти значення вектора кое-
фіцієнтів λ , яке виразимо на основі формули (3) через ,,,( 2,1 Nr...rrr =  

∗)0,,0,0 ...  — вектор значень сплайн-функції на сітці P  розмірністю pN  

 rC 1−=λ . 

Тепер можемо переписати формулу (6). 

 ))),(())(,();;( 11 rCPgPgrCPP −− ==λσ . 

У результаті конкретний вигляд сплайн-функції );;( PP λσ  на масиві 
точок X буде таким: 
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Таким чином, маємо лінійну перевизначену систему рівнянь відносно 

вектора r  у просторі розмірності N , а не pN , тому що останні ϑ  коорди-

нат у векторі r  нульові. Застосувавши алгоритм Ремеза [4,5] для знахо-
дження мінімаксного розв’язку системи (7) по ненульових елементах r  і 
відтворивши значення вектора коефіцієнтів λ  на основі формули (3), знахо-
димо розв’язок задачі (2), (4). Це і є апроксимуюча мінімаксна сплайн-
функція на заданій сітці. 
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Для побудови апроксимуючої середньоквадратичної сплайн-функції на 
заданій сітці необхідно знайти розв’язок задачі (2), (5) на системі (7). З цією 
метою, як і для мінімаксного критерію, спочатку знаходимо оптимальне 
значення r , але з системи hrR = , яка має вигляд [6, с. 25] 
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Далі, відтворивши значення вектора коефіцієнтів λ  на основі формули 
(3), знаходимо розв’язок задачі (2), (5). Це і є апроксимуюча  середньоквад-
ратична сплайн-функція на заданій сітці.  
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