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ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ТИПА  
«РЕАКЦИЯ–ДИФФУЗИЯ» 

В.Г. БОНДАРЕНКО, А. Н. СЕЛИН 

Построены методом суперпозиции барьерные функции (суб- и суперпараболи-
ческие) для полулинейного параболического уравнения типа «реакция–
диффузия». Как следствие, установлено свойство мгновенной компактифика-
ции носителя решения. Вычислительный эксперимент показал высокую точ-
ность аппроксимации решения барьерными функциями. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Линейное параболическое уравнение как математическая модель процесса 
диффузии имеет недостатки. Так, решению ),( xtu  задачи Коши 
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соответствует бесконечная скорость распространения начальных возмуще-
ний. В последние десятилетия обострился интерес к квазилинейным парабо-
лическим уравнениям: после опубликования обзора [1] число работ на эту 
тему значительно возросло. Одно из направлений — исследование свойств 
решений полулинейных параболических уравнений 

 ),,( uuLu
t
u

∇Φ+=
∂
∂ x . 

Характерным примером является работа [2], посвященная исследова-
нию свойств решения задачи Коши для уравнения «реакция–диффузия» 
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в которой приведены условия мгновенной компактификации носителя 
(МКН) решения: при некоторых условиях на функции f  и g  ⊂),( supp xtu  

];[ ba⊂  для любого 0>t . 
Аналогичные результаты получены и для более общих квазилинейных 

уравнений [3]. 
В настоящей работе для уравнения 
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строятся барьерные функции — суперпараболическая ),( xtw  и субпарабо-
лическая ),( xtv  — и доказывается наличие в них МКН. Вычислительный 
эксперимент для одномерного уравнения (1) позволяет сравнить решение 

),( xtu  задачи Коши с барьерными функциями. Матрица диффузии предпо-
лагается ограниченной и дифференцируемой. 

КОНСТРУКЦИЯ БАРЬЕРНЫХ ФУНКЦИЙ 

Введем обозначения:  
),,( yxtp  — фундаментальное решение уравнения  
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),(0 xtu  — решение задачи Коши для (2) с начальным условием 
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Очевидно, что 0u u< . 
Рассматривая (1) как возмущенное уравненние (2), определим две 

функции: 
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где множество n
tD R⊂  определено соотношением 
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Очевидно, что ).(),0(),0( xxx fwv ==  
Идея построения таких функций — метод суперпозиции для пары урав-

нений 
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рассмотренный ранее для линейных возмущений [4]. 
Теорема 1. Имеют место неравенства 
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Доказательство основано на теореме сравнения для параболических 
уравнений ([5], стр. 72–74). Покажем, что 
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Вычисляя производные, получаем 
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в силу положительной определенности матрицы )(xA . 
Далее,  
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Применение теоремы о среднем приводит последнее слагаемое к виду 
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где переходная вероятность 
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В силу дифференцируемости переходной вероятности как меры предел 
равен нулю, т. е. 
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Вычисляя производные по пространственным переменным, приходим к 
выражению 
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и последнее выражение неотрицательно в силу неравенства Коши–
Буняковского. 
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Замечание. Если ∞→→ xx при0),(0 tu , то для функции ),( xtv  
имеет место МКН. Достаточным условием для этого соотношения является 
неравенство 
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приведенное в работе [2]. 
Рассмотрим еще одну барьерную функцию 
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невязка которой 
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Введем дополнительное предположение на начальную функцию f  

 Cxf <∇ )( .  (4) 

Тогда для достаточно гладких коэффициентов )(xika  норма векторного 
поля ),(0 xtu∇  ограничена [6].  

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3) и (4). Тогда для задачи Коши 
(1) имеет место МКН. 

Доказательство. В силу ограниченности ),(0 xtu∇  знак невязки по-
ложителен для t δ< , т. е. в интервале (0; )δ  

 ),(),( xx tuth ≥ . 

В силу замечания функция ),( xtv  обладает свойством МКН, откуда и 
следует утверждение теоремы. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

В качестве примера рассмотрена задача Коши 
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Для данного начального условия численно получены значения барьер-
ных функций ),( xtv  и ),( xtw , а также решение этого уравнения ),( xtu  ме-
тодом конечных разностей (см. рисунок). 

Вследствие этого эффекта все три функции за конечное время оказы-
ваются тождественно равными нулю, причем тем быстрее, чем больше зна-
чение параметра b . При 2=b  0)0,( =tw  для 1≥t ; 0)0,( =tu  для 78,0≥t , 

0)0,( =tv  для 73,0≥t . (На рисунке б видно наличие МКН.) 
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Графики супер-, субпараболической функций, а также численного решения как 
функций от x : а — 5,0=t ; б — 1=t  (параметр b взят равным 1) 
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