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Анотація. Розвинено математичну модель для аналізу контактної взаємодії 
двох електропружних трансверсально-ізотропних півпросторів під час стис-
кання за наявності жорсткого дископодібного включення сталої товщини між 
ними. Модель базується на використанні зв’язаної системи рівнянь електро-
пружності для кожного з п’єзоелектричних півпросторів. Аналітичний 
розв’язок задачі отримано за допомогою загального подання розв’язків рівнянь 
електропружності на основі гармонічних функцій, зведення задачі до розгляду 
інтегрального рівняння і розкладу шуканої функції за малим параметром. Як 
окремий випадок з отриманих виразів випливають параметри контакту для 
двох пружних трансверсально-ізотропних півпросторів (за наявності включен-
ня між ними). Проведено числові дослідження, вивчено вплив зв’язаності си-
лових і електричних полів на параметри контактної взаємодії. 

Ключові слова: математичне моделювання, зв’язана система рівнянь елект-
ропружності, п`єзоелектричний півпростір, жорстке дископодібне включення, 
параметри контактної взаємодії. 

ВСТУП 

У різних галузях промисловості п’єзоелектричні матеріали широко застосо-
вуються для створення різних датчиків, перетворювачів енергії та елементів 
вимірювальних приладів, що, у свою чергу, потребує  детального вивчення 
та аналізу розподілу силових і електричних полів у електропружних тілах 
поблизу концентраторів напружень, а також під час їх контактної взаємодії. 
У той же час розв’язання просторових задач електропружності є над-
то складною математичною проблемою, оскільки базова система рівнянь 
для знаходження напруженого і електричного станів є зв’язаною системою 
диференціальних рівнянь у частинних похідних [1–5, 10, 12, 16]. Натепер 
найбільш повно досліджено двовимірні задачі електропружності (з ураху-
ванням зв’язаності силових та електричних полів) [6, 8, 9, 14, 17]. Для випадку 
трансверсально-ізотропних властивостей електропружного матеріалу у пра-
цях [12, 15] запропоновано підходи до побудови загальних розв’язків системи 
зв’язаних рівнянь електроупружності за допомогою гармонічних функцій. 
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Контактна взаємодія для двох пружних ізотропних півпросторів під час 
стискання за наявності жорсткого дископодібного включення між тілами 
вивчалась у працях [7, 11, 13]. Але моделювання контактної взаємодії для 
двох електропружних тіл  (за наявності між ними включення) є проблемою 
значно складнішою, оскільки необхідно розв’язувати систему зв’язаних рів-
нянь електропружності, у яку входять по десять незалежних сталих 
для кожного п’єзоелектричного матеріалу півпростору, у той час, як пружні 
властивості ізотропного матеріалу залежать тільки від двох пружних сталих, 
а система рівнянь пружності містить лише три рівняння і має значно прос-
тішу структуру від системи рівнянь електропружності. 

У цій роботі на основі математичного моделювання, яке враховує 
зв’язаність силових і електричних полів у п’єзоелектричному матеріалі, ви-
вчено контактну взаємодію двох п’єзоелектричних півпросторів під час 
стискання за наявності між ними жорсткого дископодібного включення ста-
лої товщини. У постановці задачі припускається, що поверхня поділу двох 
електропружних тіл розташована у площині ізотропії кожного п’єзоелектричного 
матеріалу і вважається, що під час контактної взаємодії відбувається глад-
кий (без тертя) контакт. За допомогою подання розв’язку рівнянь електро-
пружності через гармонічні функції, зведення задачі до інтегрального рів-
няння та розкладу шуканої функції за малим параметром отримано 
аналітичний розв’язок задачі, знайдено параметри контактної взаємодії пів-
просторів (за наявності дископодібного включення між ними). Зі знайдених 
виразів випливають параметри контактної взаємодії двох пружних трансве-
рсально-ізотропних півпросторів за наявності включення, а також параметри 
контакту двох пружних ізотропних півпросторів [7]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянути математичну модель, за допомогою якої вивчити контактну вза-
ємодію двох різних за властивостями електропружних трансверсально-
ізотропних півпросторів під час стискання, між якими розташоване жорстке 
дископодібне включення сталої товщини (рис. 1).  
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Рис. 1. Контактна взаємодія двох електропружних півпросторів за наявності
жорсткого дископодібного включеннями між ними 



Математичне моделювання контактної взаємодії двох електропружних півпросторів … 

Системні дослідження та інформаційні технології, 2018, № 2 91

Припускаємо, що площина 0z  (рис. 1), яка обмежує два півпростори, 
є площиною ізотропії кожного з електропружних трансверсально-
ізотропних матеріалів, тобто вісь z0  — вісь симетрії кожного 
з п’єзоелектричних матеріалів. Вважаємо, що поверхні півпросторів є нееле-
ктродованими (не містять електродного покриття) і в площині контактної 
взаємодії  0z  виконуються умови гладкого (без тертя) контакту. При цьо-
му розміри ділянки розшарування двох електропружних півпросто-
рів (рис. 1) є невідомими і визначаються під час розв’язання задачі контакт-
ної взаємодії. Параметри контактної взаємодії п’єзоелектричних тіл 
залежать  від значення стискальних зусиль p , електропружних властивос-
тей двох п’єзоелектричних матеріалів (усього двадцять незалежних вели-
чин) і двох геометричних параметрів жорсткого включення (його радіуса і 
товщини). 

Електропружний стан у кожному з п’єзоелекричних півпросторів пода-
мо суперпозицією основного (пов’язаного зі стискальними навантаженнями)  
та збуреного станів. Для знаходження збуреного стану в кожному з електро-
пружних півпросторів у площині 0z  отримуємо такі умови:  

 arruz  0,)0,( 1
)1( ; 

 braprzz  ,)0,()1( ;  

  rrr rzrz 0,0)0,()0,( )2()1( ;  (1) 

 arruz  0,)0,( 2
)2( ; 

 braprzz  ,)0,()2( ; 

  rbrr zzzz ),0,()0,( )2()1( ;   (2) 

  rbruru zz ),0,()0,( )2()1( ;  (3) 

  rrDrD zz 0,0)0,()0,( )2()1( ; (4) 

  21 , 

де індекси «1» і «2» відповідають першому і другому п’єзоелектричному 
півпростору; p  — величина стискальних зусиль;   і a  — товщина і радіус 

дископодібного включення; значення ab   відповідає розміру зони розша-
рування між півпросторами, що викликане наявністю включення. Із наведе-
них граничних умов у площині поділу умови (1) відповідають умо-
вам відсутності дотичних напружень на всій поверхні поділу, умови (2), 
(3) — умовам ідеального механічного контакту поза зоною розшарування 
матеріалу, вирази (4) — умовам відсутності електродного покриття 
на поверхнях півпросторів. Для того щоб дослідити задачу на основі  вико-
ристовуваної математичної моделі, необхідно знайти розв’язки рів-
нянь електропружності в кожному з п’єзоелектричних півпросторів, що за-
довольняють наведені вище граничні умови на поверхні поділу 
електропружних матеріалів. Суперпозиція основного і збуреного станів 
приводить до виконання умови вільної від навантажень (силових та 



В.С. Кирилюк, О.І. Левчук, О.В. Гавриленко 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2018, № 2 92

електричних) поверхні зони розшарування, а саме:  )0,()0,( )1()0( rr zzzz  
0 pp  і 0)0,()0,( )1()0(  rDrD zz , якщо bra  . Цілком аналогічні 

вирази отримуємо і для другого півпростору. Для завершення побудови ма-
тематичної моделі наведемо рівняння статики для електропружних  транс-
версально-ізотропних тіл, що враховують зв’язаність силових і електричних 
полів у п’єзоелектричному матеріалі. 

ОСНОВНІ РІВНЯННЯ І СПІВВІДНОШЕННЯ 

Статичні рівняння електропружності для п’єзоелектричного тіла щодо ком-
понентів вектора переміщень і електричного потенціалу можна подати у ви-
гляді [12] 

  xzz
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EE ucuucuucc ,33,,44,,4413 )())((  

 .0)( ,33,,15  zzyyxx ee  

  )())(( ,,15,,1513 yyzxxzyzyxzx uueuuee  

 0)( ,33,,11,33  zz
S

yyxx
S

zzzue   (5) 

У рівняннях (5) використано такі позначення: EEEEE ccccc 4433131211 ,,,,  — 

незалежні модулі пружності; 331531 ,, eee  — п’єзомодулі; SS
3311,   — діелект-

ричні проникності. Отже, електропружні властивості п’єзоелектричного 
трансверсально-ізотропного матеріалу характеризуються десятьма незалеж-
ними сталими. 

Розв’язок системи рівнянь (5) відповідно до праці [12] можна подати 

чотирма потенціальними функціями j  ( 4,1j ): 
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,

j
zjjl , (6) 

де jj lk ,  — деякі сталі, а функції j  задовольняють рівняння 

 0,,,  zzjjyyjxxj  ( j =1, 2, 3 ), (7) 

)(/2 1211444
EEE ccc  , а значення i  ( 3,2,1i ) згідно з працею [12] є кореня-

ми алгебричного рівняння третього порядку: 
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  )()( 22312231
2

2121
3 DCDCBABADCBA  

 0)( 333323322332  DCBADCDCBABA . (8) 

Значення jj lk ,   3,2,1j  у виразах (6) пов’язані з величинами j  та-

кими співвідношеннями: 
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 j
S

jjjj
E

j lkedlekca 11151544 )1(;)1(  , ( 4,3,2,1j ). (10) 

У разі використання позначень )4,1(2/1   jznz jj  функції ),,,( 11 zyx  

),,,( 22 zyx  ),,( 33 zyx , ),,( 44 zyx  згідно з рівняннями (7) стають гармо-
нічними функціями у відповідних системах координат. Надалі формули 
(8)–(10) будуть використані для обчислень. 

МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ 

Для побудови розв’язку граничної задачі електропружності скористаємося 
поданням (6), згідно з яким потенціальні функції ),,( ii zyx  (для кожного 
півпростору з урахуванням електропружних сталих електропружного мате-
ріалу) візьмемо у вигляді 

 ),,(),,( **
iiii zyxFzyx  ,  ( i =1, 2, 3);  04  .  (11) 

Сталі *
i  у виразах потенціальних функцій згідно з формулами (11) ви-

значимо з такої системи лінійних алгебричних  рівнянь: 
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Під час вибору сталих *
i  згідно з формулами (12) задовольняються 

граничні умови за дотичними напруженнями та умови відсутності електродно-
го покриття на поверхнях півпросторів  уздовж усієї поверхні поділу, а та-
кож умови рівності нормальних компонентів напружень поза зоною розша-
рування матеріалів. Для граничних умов, що залишились, використовуючи 

потенціальні функції на основі функцій ),,(*
1 izyxF  і ),,(*

2 izyxF  (функції 

для першого та другого електропружних півпросторів) з урахуванням сис-
теми рівнянь (12),  отримуємо  умови в площині 0z  стосовно невідомих 

гармонічних  функцій ),,(*
1 zyxF  і ),,(*

2 zyxF :  
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Розглянемо для порівняння більш просту задачу теорії пружності про 
стискання двох пружних ізотропних півпросторів, між якими розташоване 
дископодіне жорстке включення сталої товщини. За допомогою подання 
Папковича–Нейбера  визначення зони розшарування для збуреного стану 

зводиться до пошуку двох гармонічних функцій ),,(*
1 zyxf  і ),,(*

2 zyxf , для 

знаходження яких отримуємо у площині поділу матеріалів 0z  граничні 
умови, що цілком аналогічні всім наведеним формулам (13). Відмінність 
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 використовуються вирази  11 /)1(  v  і 22 /)1(  v , де 

21,vv  — коефіцієнти Пуассона, а 21,   — модулі зсуву для матеріалів 

першого і другого пружних півпросторів відповідно. Виходячи з відповід-
ності між розв’язками пружної та електропружної задач, що розглядаються, 
надалі використаємо схему розгляду більш простої пружної задачі. 

Згідно з результатами пружної задачі [7] та встановленої відповідності 
задачу контактної взаємодії двох електропружних півпросторів (за наявності 
жорсткого плоского дископодібного включення між ними) зводимо до 
розв’язання інтегрального рівняння для знаходження невідомого значення 

abc / , тобто невідомої ділянки розшарування матеріалів. Маємо 
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з додатковою умовою, що характеризує  відсутність сингулярної складової у 
зоні розшарування матеріалів, якщо br  : 
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Далі, на основі розкладу за малим параметром 1/1/  cba  шуканої 
функції, що входить до інтегрального рівняння (14)  (цілком аналогічно ви-
падку контакту двох пружних ізотропних півпросторів [7]), наближений 
розв’язок інтегрального рівняння з додатковою умовою можна отримати 
аналітично за допомогою розв’язання алгебричного рівняння п’ятого по-
рядку: 
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Знайдене з алгебричного рівняння значенння ba / , що отримуємо з 
формул (15), (16), визначає розміри зони розшарування між двома 
п’езоелектричними півпросторами (за наявності дископодібного жорского 
включення сталої товщини між ними) під час стискання. Розміри заглиблен-
ня включення у відповідний півпроствр залежать від електропружних влас-
тивостей матеріалів обох півпросторів і визначаються   співвідношенням 
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Тобто заглиблення включення у перший півпростір пропорційне значенню 
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, а заглиблення у другий півпростір — значенню 
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Із формул (15) отримуємо співвідношення, що пов’язує значення стис-
кальних навантажень із зоною розшарування півпросторів у вигляді 
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За допомогою виразів (17), (18) можна знайти значення навантажень, 
що для відомих геометричних параметрів дископодібного включення і елек-
тропружних властивостей матеріалів півпросторів відповідають заданому 
розміру зони розшарування матеріалів. 

АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ ЧИСЛОВИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Залежності зони розшарування від стискальних зусиль показано на рис. 2. 
Вплив властивостей п’єзоелектричних матеріалів півпросторів на зону роз-

шарування матеріалів здійснюється через множник *L , значення якого від-
повідає формулам (18). У розрахунках відносна товщина дископодібного 
включення a/  становить 0,1. 

Крива 1 на рис. 2 відповідає контактній взаємодії двох електропружних 
матеріалів PZT-4, а крива 2 — випадку стискання двох чисто пружних 
трансверсально-ізотропних півпросторів, пружні властивості яких збігають-
ся з пружними властивостям п’єзокерамічного матеріалу PZT-4.  Вплив 
зв’язаності силових і електричних полів для матеріалу PZT-4 можна оціни-
ти, порівнюючи значення навантажень, за яких досягається однакове відно-
шення ba /  на кривих 1 і 2 (збігаються розміри зон розшарування для пруж-
ного і електропружного матеріалів). Видно, що зв’язаність силових і 
електричних полів збільшує зону розшарування (порівняно з чисто пружним 
матеріалом, який має такі самі пружні властивості, що й електропружні). 
Аналогічний якісний ефект характерний і для п’єзокерамічних матеріалів 

a /b  

 pL·102

2

1

Рис. 2. Залежність зони розшарування від прикладених навантажень 
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PXE-5, PZT-5, PZT-7A, BaTiO3, PZT-5H, P-7, для яких виконано  розрахун-
ки, що підтверджують подібний вплив зв’язаності полів. Це означає, що до 
двох п’єзоелектричних півпросторів потрібно прикласти більші стискальні 
зусилля, ніж до двох чисто пружних трансверсально-ізотропних півпросто-
рів, щоб отримати зони розшарування однакового розміру. 

На рис. 3 зображено вплив відношення товщини включення до її радіу-
са a/  на розмір зони розшарування матеріалів від стискальних наванта-
жень. Для розрахунків значення a/  покладались рівними  0,05 (лінія 1), 
0,1 (лінія 2) , 0,2 (лінія 3) і 0,3 (лінія 4). 

Видно, що за більшої відносної товщини дископодібного жорсткого 
включення для досягнення такого самого значення зони розшарування, яке 
отримуємо для більш тонкого включення, необхідно прикласти більші за 
значеннями стискальні навантаження, ніж для тоншого включення.   

ВИСНОВОК 

У роботі на основі математичної моделі, що враховує зв’язаність силових і 
електричних полів у п’єзоелектричному маріалі, отримано аналітичний 
розв’язок задачі про контактну взаємодію двох електропружних півпросто-
рів під час стискання за наявності жорсткого плоского дископодібного 
включення сталої товщини між ними. Досліджено вплив зв’язаності силових 
і електричних полів на параметри контактної взаємодії. 
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Рис. 3. Вплив товщини включення на розмір зони розшарування 
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