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Анотація. Развинуто математичну модель для аналізу напруженого стану в 
ортотропному електропружному матеріалі з довільно орієнтованою круговою 
тріщиною. Модель ґрунтується на розгляді зв’язаної системи рівнянь статики 
електропружності. Розглянуто задачу про електричний та напружений стани в 
ортотропному електропружному просторі з довільно орієнтованою круговою 
тріщиною за однорідних навантажень. Розв’язок задачі отримано за допомо-
гою потрійного перетворення Фур’є та Фур’є-образу функції Гріна для 
нескінченного анізотропного п’єзоелектричного середовища. Тестування 
підходу виконано для випадку розташування тріщини у площині ізотропії 
трансверсально-ізотропного п’єзоелектричного матеріалу, для якого існує точ-
ний розв’язок задачі. Порівняння результатів обчислень підтверджує ефектив-
ність використаного підходу. Проведено числові дослідження, вивчено розпо-
діл напружень вздовж фронту кругової тріщини за різних її орієнтацій 
в електропружному ортотропному матеріалі в разі одновісного розтягу. 

Ключові слова: математичне моделювання, зв’язана система рівнянь елект-
ропружності, ортотропний п’єзоелектричний матеріал, кругова тріщина, дові-
льна орієнтація, одновісний розтяг, напружений стан. 

ВСТУП 

Використання у процесі створення перетворювачів енергії та датчиків для 
вимірювальних приладів п’єзоелектричних крихких матеріалів стимулює 
інтерес до вивчення та аналізу розподілу напружень та концентрації сило-
вих і електричних полів у п’єзоелектричних тілах з дефектами типу порож-
нини, включень, тріщин. Але розв’язання просторових задач електропруж-
ності пов’язане зі значними труднощами математичного характеру, оскільки 
основна система рівнянь електропружності є  зв’язаною стосовно силових і 
електричних полів системою диференціальних рівнянь у частинних похід-
них [1, 4], розв’язок якої отримати набагато важче, ніж розв’язок чисто 
пружної задачі. Тому на цей час з більшою повнотою вивчено простіші дво-
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вимірні задачі електропружності, серед яких можна вирізнити праці [11, 13, 
14, 23, 27], присвячені дослідженню електропружного стану як поблизу 
одиночних порожнин, включень, тріщин, так і у взаємодії кількох концент-
раторів електричних і механічних полів. У працях [5, 24] запропоновано ме-
тодологічно подібні підходи до побудови загальних розв’язків зв’язаної сис-
теми тривимірних статичних рівнянь електропружності для трансверсально-
ізотропних тіл, за допомогою яких отримано точні розв’язки низки задач 
електропружності за спеціальної орієнтації концентратора напружень відно-
сно осі симетрії трансверсально-ізотропного електропружного матеріалу. 
З метою їх використання традиційно припускається, що вісь симетрії мате-
ріалу збігається з віссю обертання концентратора напружень або вона пер-
пендикулярна до площини розташування плоскої тріщини [6, 8–12, 16–18, 
20–24, 27]. За інших орієнтацій концентратора силових та електричних 
полів відносно осі симетрії трансверсально-ізотропного електропружного 
матеріалу для тривимірних задач електропружності ці підходи є неефектив-
ними. 

Відзначимо, що результати досліджень коефіцієнтів інтенсивності на-
пружень (КІН) для кругових тріщин у пружних тілах з достатньою повно-
тою відображено у монографіях [3, 7, 15, 26]. Для елетропружних трансвер-
сально-ізотропних тіл (за обмежень на орієнтацію концентраторів 
напружень) подібні дослідження проведено у працях [6, 8, 9, 10, 16–18, 22]. 
Розподіл КІН для довільної орієнтації кругової тріщини відносно осі симет-
рії електропружного трансверсально-ізотропного матеріалу вивчено у праці 
[12]. Напружений і електричний стани в ортотропному електропружному 
матеріалі з круговою та еліптичною тріщинами у площині ортотропії мате-
ріалу (за спеціальної орієнтації плоскої тріщини) у разі однорідних наван-
тажень досліджено у працях [2, 17] відповідно. 

У роботі вперше вивчено розподіл коефіцієнтів інтенсивності напру-
жень для довільно орієнтованої кругової тріщини в ортотропному електро-
пружному матеріалі за одновісного розтягу. Робота ґрунтується на узагаль-
ненні підходу [26]  (для анізотропного чисто пружного простору з 
еліптичною тріщиною) на випадок ортотропного електропружного матеріа-
лу. Під час розв’язання задачі використано потрійне (по просторових коор-
динатах) перетворення Фур’є, Фур’є-образ функції Гріна для електропруж-
ного анізотропного матеріалу і теорему Коші про лишки. Спеціальні 
контурні інтеграли, що виникають у процесі розв’язання задачі, обчислено 
за квадратурними формулами Гауса. Для окремого випадку (розташування 
тріщини у площині ізотропії електропружного трансверсально-ізотропного 
матеріалу) отримані результати узгоджуються з даними, знайденими інши-
ми методами. Обчислено коефіцієнти інтенсивності напружень і коефіцієн-
ти інтенсивності електричної індукції вздовж межі кругової тріщини за різ-
них її орієнтацій в ортотропному п’єзоелектричному матеріалі. 

ОСНОВНІ РІВНЯННЯ І ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ  

Нехай ортотропний електропружний простір містить кругову тріщину. При-
пустімо, що одна з осей симетрії матеріалу збігається з віссю Oz , кут між 
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якою і нормаллю до площини тріщини  , а на електропружний простір ді-
ють однорідні силові та електричні поля. Наявність  тріщини у матеріалі як 
концентратора призводить до виникнення збурень електричного і напруже-
ного станів. 

Повна система статичних рівнянь електропружності набуває такого ви-
гляду: 

рівняння рівноваги за відсутності об’ємних сил 

 0,  jij ;   (1) 

рівняння вимушеної електростатики 

 iiii ED ,, ;0  ; (2) 

співвідношення Коші 

 )(
2

1
,, ijjiij uu  ; 

рівняння стану 

 nnijmnijmnij eC , ; ninmnimni keD , ,  (3) 

де ij , ij , iu , iD , iE ,   — компоненти напружень, деформацій, 

переміщень, електричних переміщень (електричної індукції), напруженість 
електричного поля і електричний потенціал відповідно. Також уведено по-
значення тензорів: ijmnC , imne , ijk  — пружні модулі, п’езомодулі, 

діелектричні проникності. Для п’єзоелектричних тіл, які є ортотропними за 
своїми властивостями, пружні характеристики матеріалу описуються 
дев’ятьма незалежними сталими ,,,, 12332211 cccc  6655442313 ,,,, ccccc , 

п’езомодулі — п’ятьма величинами ,15e  ,24e  ,31e  ,32e  33e , діелектричні 

проникності —трьома незалежними  сталими ,11k  ,22k  33k . Компоненти 
вказаних тензорів пов’язані з відповідними незалежними сталими таким чи-
ном: 

 111111 cC  ; 222222 cC  ; 333333 cC  ; 1222111122 cCC  ; 

 23332222331333111133 ; cCCcCC  ; 443223323223322323 cCCCC  ; 

 551313133131133131 cCCCC  ; 662112212112211212 cCCCC  ;  (4) 

 15131113 eee  ; 24232223 eee  ; 31311 ee  ; 32322 ee  ; 33333 ee  ; 11k ; 22k ; 33k . 

Інші компоненти цих трьох тензорів дорівнюють нулю. 
Відзначимо, що зі співвідношень (1)–(3) і наведених компонентів тен-

зорів (4) випливають рівняння статики електропружного ортотропного тіла 
стосовно переміщень та електричного потенціалу. 

Для розв’язання задачі зручно ввести нову систему координат, у якій 
напрямок однієї з осей збігається з напрямком нормалі до площини тріщини. 
Припустімо, що вихідна система координат Oxyz  залежить від нової 

(локальної) системи 111 zyOx , оскільки вона отримана з вихідної системи 
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координат обертанням навколо осі Ox  на кут  . Тоді тензори пружних 

модулів, п’езомодулів і діелектричених сталих 
ijklC , 

ijke , 
ijk  у новій системі 

координат отримаємо за допомогою перетворень тензорів відповідних ран-

гів: lqkpjnimmnpkijkl CC  ; kpjnimmnpijk ee  ; jnimmnij kk  , де 

ij  — матриця перетворення вигляду 
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Довільну орієнтацію тріщини у матеріалі можна отримати за допомо-
гою послідовного обертання на кути  ,,  навколо осей старої системи 

координат zyx 0,0,0  відповідно. Тоді матриця перетворень ijT  матиме 

вигляд 
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Вона є результатом послідовного перемноження трьох матриць, подіб-
них до виразу (5), що відображають праві обертання навколо кожної з осей 
координат: 
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Нові тензори пружних модулів, п’єзомодулів і діелектричних сталих 
),,( 

ijklC , ),,( 
ijke , ),,( 

ijk  отримаємо за допомогою перетворень тензорів від-

повідних порядків: 

 lqkpjnimmnpkijkl TTTTCC  ),,( ; kpjnimmnpijk TTTee  ),,( ; jnimmnij TTkk  ),,( , 

де за індексами, що повторюються, виконується підсумовування. 
Далі у тексті роботи використано звичайний тензорний запис виразів, 

тобто за індексами , що повторюються у виразах, виконується підсумову-
вання.Без жодних змін у схемі розв’язання задачі замість перетворення ijT , 

зумовленого обертанням навколо осей координат zyx 0,0,0 , цілком аналогі-
чно можна було б увести інше перетворення, наприклад, з використанням 
кутів Ейлера. Але для наочності у роботі вибрано перетворення, що відпові-
дає послідовним обертанням навколо трьох різних осей координат. 

Для опису електропружного стану введемо більш уніфіковані позна-
чення [12], на основі яких запишемо такі вирази: 

Пружні  переміщення і електричний потенціал 

 







.4,
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Пружні деформації або електричне поле 
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Напруження або електричні переміщення 
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Електропружні модулі 

 

































.4,,

;3,2,1;4,

;4;3,2,1,

;3,2,1,,

),,(

),,(

),,(

),,(

),,(

MJk

MJe

MJe

MJC

E

in

imn

nij

ijmn

iJMn  (9) 

За допомогою позначень (6)–(9) рівняння стану (3) можна подати як 

 MniJMniJ ZE ),,(  . (10) 

Задачу для плоскої кругової тріщини не поділяють, як у випадку роз-
ташування тріщини в площині ізотропії для трансверсально-ізотропного ма-
теріалу, на  дві — симетричну і антисиметричну. Її розглядають у загальній 
постановці, коли у граничні умови одночасно входять і нормальні, і дотичні 
зусилля, а також нормальна складова вектора електричної індукції на 
поверхні тріщини. За однорідних силових і електричних навантажень маємо 
такі граничні умови: 

 ;),,(
13

  fS ;),,(
23

  gS  

  ;),,(
33

  PS )),,(
3

  DD S ; 0)( xUM


, якщо || x


, 

де S  — поверхня тріщини, віднесена до нової системи координат (отримана 
послідовним обертанням на кути  ,,  навколо осей старої системи); на-

вантаження подано у новій системі координат. За заданого основного на-
пруженого стану та електричної індукції в середовищі і вільної від силових і 
електричних навантажень поверхні тріщини, виразивши електронапружений 
стан суперпозицією основного і збуреного станів, отримаємо граничні умо-
ви для визначення збуреного стану. 

МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ 

Функція Гріна )( xxGIJ 


 для нескінченного електропружного анізотропно-
го простору (фундаментальний розв’язок) задовольняє рівняння: 

 0)(,
),,(  xxGE JMknJMkJMn


;  (11) 
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де )( xx 


 — дельта функція Дірака; JM  — символ Кронекера. Кома піс-
ля індексу означає диференціювання за відповідною змінною. Скористає-
мось інтегральним виразом фундаментального розв’язку  

 321
)(1

3
)()(

)2(
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   dddeDAxxG xxi
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, (12) 

де )(


JMA  — відповідні алгебричні доповнення елементів матриці 

 }{)}({ ),,(
niiJMnJM EK  

; (13) 

)(


D  — її визначник, який є багаточленом восьмого порядку. 

Використовуючи у подальших перетвореннях вирази (10)–(13), подамо 
збурений електричний і напружений стани, узагальнюючи чисто пружний 
випадок, за допомогою невідомих стрибків переміщень і електричного 
потенціалу через двосторонню поверхню тріщини: 
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де для кругової тріщини невідомий вектор )(xb


 набуває вигляду 
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; (15) 

a  — радіус кругової тріщини; )0(b


 — сталий вектор четвертого порядку, 
компоненти якого у загальному випадку є комплексними числами. Підсумо-

вування у формулі (14) з використанням виразу (15) виконуємо для M
3 — 

коренів рівняння 0)( 


D  з від’ємною уявною частиною для 03 x ; вектор 
M

  має вигляд   21321 ,,,  M
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. Компоненти напружень і електрич-

ної індукції визначаємо за виразом 
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Використовуючи перетворення, аналогічні пружному випадку [26], 
у площині тріщини за однорідних силових і електричних навантажень у ма-
теріалі  знаходимо компоненти напружень і електричної індукції в площині 
тріщини у вигляді 
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де функція  
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Одновимірний інтеграл у формулах (16) (з використанням позначень 
(17)) обчислюємо за квадратурними формулами Гауса. 

Після додаткового аналізу асимптотичних виразів для напружень і елект-
ричної індукції в площині тріщини і, скороставшись визначенням коефіціе-
нтів інтенсивності напружень IIIIII ,, KKK  та електричної індукції DK , 
отримаємо: 
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 331 kK  ; 232131II nknkK  ; 132231III )( nknkK  ; 34IV kKK D  .   (18) 

Для кругової тріщини компоненти вектора нормалі мають вигляд 
2/142

2
42

1
2

11 )///()/( axaxaxn  ; 2/142
2

42
1

2
22 )///()/( axaxaxn  . Викорис-

товуючи для обчислення одновимірних інтегралів метод квадратур Гауса і 
задовольняючи граничні умови на поверхні тріщини, знаходимо невідомі 
значення стрибків переміщень і електричної індукції, а потім за формула-
ми (18) обчислюємо коефіцієнти інтенсивності напружень і електричної 
індукції. 

Для апробації використовуваного підходу спочатку розглянемо задачу 
про кругову тріщину в електропружному трансверсально-ізотропному мате-
ріалі, яка розташована у площині його ізотропії, за сталого тиску 0P  на по-

верхні тріщини та зсувних зусиль 00
13  . Нормальна компонента електри-

чної індукції 0
3D  у розгляді задачі вважалась нульовою. У цьому випадку 

коефіцієнти інтенсивності напружень 1K  згідно з результатами праці [16] не 
залежать від  властивостей матеріалу і збігаються з їх виразом для чисто 
пружного ізотропного матеріалу (для такої самої форми тріщини і того ж 
симетричного навантаження), а значення 0DK . Водночас коефіцієнти ін-

тенсивності напружень IIK , IIIK  у разі зсуву залежать від пружних і елект-
ричних властивостей матеріалу [14]. Згідно з дослідженнями [14] для знахо-
дження КІН IIK , IIIK  в електропружному трагсверсально-ізотропному 
матеріалі з плоскою тріщиною у площині ізотропії матеріалу достатньо взя-
ти їх вирази для ізотропного пружного матеріалу за тих самих зсувних нава-
нтажень, а замість коефіцієнта Пуасона   у відповідних виразах КІН під-
ставити значення PIEZO , яке обчислюється з урахуванням властивостей 
електропружного матеріалу за спеціальною процедурою. Оскільки формула 
для визначення цієї величини надто громіздка, а процедура її отримання де-
тально описана у праці [14], наведемо значення PIEZO  для окремих 
п’езоелектричних матеріалів  у таблиці [14]. Вихідні дані про електричні і 
пружні властивості відповідають наведеним у працях [1, 9, 12, 14] характе-
ристикам. Значення ELASTv , знайдено тільки за пружними властивостями 
трансверсально-ізотропного матеріалу (без урахування його електричних 
властивостей) згідно з результатами [14]. Значення CONTROL  отримано 
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з виразу PIEZO  за наявності дуже слабких електричних властивостей у ма-
теріалів (під час розрахунків їх знайдено домноженням значень 
п’езомодулів ,31e  ,15e  33e  і діелектричних проникностей ,11k  33k  відповід-

них матеріалів на 1210 ). Видно, що згідно з даними таблиці значення   

CONTROL  і ELAST  збігаються з високою точністю. 

Значення PIEZO  для деяких електропружних матеріалів 

Значення PZT-4 PXE-5 ЦТС-19 PZT-5 PZT-7A BaTiO3 PZT-5H 

PIEZO  0,48513 0,48815 0,45958 0,51190 0,47324 0,34369 0,37867 

ELAST  0,35034 0,34591 0,36359 0,36965 0,35239 0,29768 0,30074 

CONTROL  0,35034 0,34591 0,36359 0,36965 0,35239 0,29768 0,30074 
 

Згідно з  результатами праць [13, 14] для електропружного простору, 
що містить дископодібну тріщину, за внутрішнього тиску 0P  на поверхні 

тріщини і зсуву 0
13  у п’єзоелектричному матеріалі маємо такі вирази КІН 

уздовж  фронту тріщини: 
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Для апробації використовуваного підходу виконано розрахунки  КІН 

IK , IIK  і IIIK  для випадку розташування кругової тріщини у площині ізо-
тропії електропружного трансверсально-ізотропного матеріалу за допомо-
гою аналітичних виразів  (19) і (18). Для п’єзоелектричних матеріалів з таб-
лиці результати досліджень узгоджувались між собою (до 7 значущих 
цифр). Для обчислень одновимірних інтегралів у виразах (16) використано 
квадратурну формулу Гауса за 24 вузлами. 

Подальше тестування підходу та розробленої на його основі 
комп’ютерної програми для електропружного ортотропного матеріалу з 
круговою трішиною для окремих випадків (довільно орієнтована дископоді-
бна тріщина у пружному ортотропному та електропружному трансверсаль-
но-ізотропному матеріалах, кругова тріщина у площині ортотропії електро-
пружного ортотропного матеріалу) підтвердило узгодженість результатів 
досліджень з даними праць [2, 12, 15]. 

АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ ЧИСЛОВИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Розглянемо такі матеріали: 1) п’єзоелектричний ортотропний матеріал 
Ba2NaNb5O15, електропружні властивості якого (усього 17 незалежних пара-
метрів) наведено у праці [3]; 2) електропружний п’єзокерамічний матеріал 
PZT-4 (10 незалежних електропружних параметрів, значення яких наведено 
у праці [1]); 3) пружний ортотропной матеріал, пружні властивості якого 
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(усього 9 незалежних параметрів) відповідають значенням ортогонально-
армованого 2:1 склопластику і наведені у праці [18]. Вважатимемо, що кру-
гова тріщина довільним чином розташована в електропружному матеріалі, її 
орієнтація визначається кутом обертання   навколо осі 0x і відповідно мат-
рицею перетворення координат (5). На рис. 1, 2, 3 зображено зміну КІН IK  

вздовж фронту кругової тріщини одиничного радіуса у п’єзоелектричному ор-
тотропному матеріалі Ba2NaNb5O15, електропружному п’єзокерамічному 
матеріалі PZT-4 і ортогонально-армованому 2:1 склопластику відповідно 
для різних випадків орієнтації кругової тріщини. Криві 1, 2, 3, 4 на цих ри-

сунках відповідають значенням 000 90;60;30;0  для випадку одновісного 

розтягу в напрямку, перпендикулярному до площини розташування трі-
щини. 

Видно, що орієнтація тріщини у матеріалі істотно впливає на значення і 
характер розподілу коефіцієнтів інтенсивності напружень уздовж фронту 
тріщини. В окремих випадках вплив орієнтації на значення КІН IK  переви-

щував 22%. 
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Рис. 2 
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На рисунках 4, 5 відображено появу ненульових значень коефіцієнтів 
інтенсивності напружень IIK  і IIIK  за симетричного навантаження (одновісно-

го розтягу) за рахунок орієнтації тріщини у IIK  і IIIK  ортогонально-армованому 

2:1 склопластику (якщо її розташування не в площині симетрії матеріалу). 

Рис. 3 
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Криві 1 і 2 на цих рисунках відповідають значенням 30  і 60 . 
Для матеріалів Ba2NaNb5O15 і PZT-4 у разі розташування тріщини не в пло-
щині симетрії матеріалу внаслідок симетричного навантаження також вини-
кають ненульові значення КІН IIK  і IIIK , але за величиною вони дещо мен-
ші, ніж для ортогонально-армованого 2:1 склопластику.  

ВИСНОВОК 

У роботі за допомогою математичної моделі, що враховує зв’язаність сило-
вих і електричних полів у матеріалі, досліджено  електронапружений стан у 
ортотропному п’єзоелектричному просторі з довільно орієнтованою круго-
вою тріщиною. Вивчено розподіл напружень вздовж фронту кругової трі-
щини для різних випадків її орієнтації у матеріалі за одновісного розтягу. 
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