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УДК 62-501.47 

НАБЛИЖЕНИЙ СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ 
ДЛЯ ЗАДАЧІ ОПТИМАЛЬНОЇ СТАБІЛІЗАЦІЇ ЗІ ШВИДКО 

ОСЦИЛЮЮЧИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

О.А. КАПУСТЯН 

Розглядаються питання синтезу оптимальних граничних (залежних лише від 
часу) керувань для задачі оптимальної стабілізації зі швидко осцилюючими 
коефіцієнтами. Отримано вигляд усередненого керування зі зворотним 
зв’язком через коефіцієнти Фур’є усередненої задачі на власні числа. Наведено 
обгрунтування збіжності наближених керувань до точних, і встановлена вла-
стивість асимптотичної стійкості для вихідної системи, замкненої вказаним 
керуванням. 

Нехай керований процес в області },0:),{( 0 ∞<≤≤≤= ttlxtxQ  описуєть-

ся функцією ),( txyε , яка задовольняє крайову задачу 
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де )(),();,0()(),(;10 2 xbxlLxxg αϕε ∈<<  — гладкі 1-періодичні функції 
[3]; const;)(0;0const;)( 2221 =∞<≤−≤>=≤≤ bbxbx iυυαυ . 

Допустимими керуваннями вважаємо функції ),()( 02 ∞∈ tLtv . У якості 
критерію оптимальності вибираємо функціонал 
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Згідно з роботою [4], оптимальне керування ][ εyuu =  для задачі  
(1)–(4) повинно бути асимптотично стійким. В [1,5] знайдено асимптотич-
но стійке оптимальне керування 
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де додатні числа ,...2,1, =ii
εγ  являють собою єдиний розв’язок нелінійної 

системи [6] 
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Для цих чисел вірна оцінка [6] 
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У формулах, представлених за допомогою рядів, обмежимось скінчен-
ною кількістю N  доданків, а всі коефіцієнти Фур’є за розв’язками спект-
ральної задачі для диференціального оператора задачі (2)–(4), окрім коефі-
цієнтів Фур’є розв’язків цієї задачі, замінимо відповідними коефіцієнтами за 
розв’язками усередненої спектральної задачі. Тоді замість керування (5) бу-
демо розглядати керування 
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де N
iiN 1

0 }{ =γ  — єдиний додатний розв'язок нелінійної системи 
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iNiN Xyy εε = , а ε

Ny  — розв'язок задачі (1)–(3) з керуванням (8). 
Лема 1. Для довільних 1,0 ≥> Nε  задача (1)–(3) з керуванням (8) має 

єдиний роз'язок з класу ))(;,0( 1
02 ΩHTL , причому цей роз'язок належить 

))(;,0([ 2 ΩLTC  і ],0[ Tt∈∀ , справедлива оцінка 
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Тоді керування (8) розв’язує задачу наближеного синтезу оптимального 
керування задачі (1)–(4) таким чином: 0>∀η , 11 ≥∃N , 01 >ε  такі, що 
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де 
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спектральної задачі оператора вихідної задачі (1)–(3) і усередненої спект-
ральної задачі, розташовані у порядку зростання. Тоді керування (5) матиме 
вигляд 
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а рівняння (1)  
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Домножимо останнє рівняння на εy  і одержимо 
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Оскільки 
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Тоді (15) перепишеться у вигляді 
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Отже, з останньої нерівності та з (16) одержимо 
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Позначивши 
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за лемою Гронуолла будемо мати 
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де число δ  з (19) не залежить від ε . 
Тепер для кожного 1≥N  розглянемо задачу (1)–(3) з наближеним ке-

руванням 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

+
−= ∑∑

==

N

i
iiNN

N

i iNi

iiN
NN Xy

gy
yu

1

00

1
020

0
,

)1()(2
1][ β

γλγ
ε

ε
εε , (21) 

де ε
Ny  — розв'язок задачі (1)–(3) з керуванням (21).  
Оскільки 
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то однозначна розв'язність задачі (1)–(3) з керуванням (21) на довільному 
проміжку часу випливає з леми 1. Тоді, домноживши рівняння  
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Отже, 0>∀η  існує такий момент часу 01 tt ≥ , що 1,0 ≥∀>∀ Nε , 
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Звідси одержимо, що 0>∀η , 02 tt ≥∃ , 1,0 ≥∀>∀ Nε , 2tt ≥∀  викону-
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Залишилося встановити близькість керувань і критеріїв якості на 
],[ 30 tt  при досить великих 1≥N  і малих 0>ε . 
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для довільного елемента ψ  базису в )(2 ΩL . Виберемо в якості такого бази-
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Другий доданок є додатним і обмеженим числом 
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звідки 
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для довільного фіксованого ),((.) 0 +∞∈ ∞ tLv  і отримати Ctzt
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0tt ≥∀ , де константа 0~
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Тепер розглянемо задачу (1)–(3) з керуванням 
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Оскільки для εy  справджується оцінка (20), то для нього буде справед-

лива оцінка (29). Таким чином, існує функція ),(00 yxyy =  така, що 
0yy →ε  при 0→ε . 

Для того щоб перейти до границі при 0→ε  в задачі (1)–(3) з керуван-
ням εw , доведемо лему. 

Лема 3. ∑∑
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Доведення. Маємо 
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Для переходу до границі при 0→ε  в доданку ∑
=

−
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i
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00 )( ββ εε  до-

сить довести, що 11 00 ≥∀→⇔≥∀→ ii iiii γγββ εε . Покажемо останню 
збіжність. Введемо позначення 
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Для довільного 1≥N  існує номер NiN ≤  такий, що 
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Справедливі такі оцінки: 
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Оскільки 01 ijiji αα ε →≥∀  при 0→ε , γλ 40
1

2 )(≤g , то 
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і переходячи до границі при ∞→N , маємо шукане.  
Враховуючи оцінку (31), можемо перейти до границі при 0→ε  в зада-

чі (1)–(3) з керуванням ,εw  і в силу єдиності розв’язку (32)–(34) отримати 
.00 yz ≡  Отже, всі розглянуті збіжності мають місце по всій підпослідо-

вності. Тоді маємо 1,00 1 ≥>∃>∀ Nεη  такі, що Nn ≥∀∈∀ ),0( 1̀εε  
],[ 30 ttt∈∀ , 

 
2

)]([)]([ ηεεε ≤− tyutyu nn , 

 
2

)])([()()])([()(
3

0

3

0

2222 ηγγ εεεεε ≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∫∫

t

t

t

t
nnn dttyutydttyuty . 

Ці нерівності разом із нерівностями (25), (26) і доводять теорему.  
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