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ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНА ОЦІНКА ДЛЯ РЕКУРЕНТНОЇ 

НЕЙРОННОЇ МЕРЕЖІ З ДИСКРЕТНИМ ЗАПІЗНЕННЯМ 

В.П. МАРЦЕНЮК, А.С. СВЕРСТЮК 

Анотація. Розроблено та застосовано метод розрахунку швидкості експонен-
ціального згасання для моделі рекурентної нейронної мережі на основі дифе-
ренціальних рівнянь із дискретним запізненням. Експоненціальну оцінку 
отримано на основі різницевої нерівності для функціонала Ляпунова. Розгля-
нуто приклад експоненціального оцінювання для моделі рекурентної нейрон-
ної мережі з трьома нейронами. 

Ключові слова: рекурентна нейронна мережа, диференціальні рівняння із за-
пізненням, експоненціальна стійкість, функціонал Ляпунова. 

ВСТУП 

Протягом останнього часу дослідження в галузі штучних нейронних мереж 
є одними з пріоритетних у науці та техніці. Застосування нейронних мереж, 
пов’язане з діагностикою [1–3], розпізнаванням образів [4, 5], обробленням 
сигналів [6], має важливе значення для вирішення багатьох прикладних за-
вдань. Для вирішення найскладніших завдань (наприклад, моделювання та 
оброблення неперервного рукописного тексту, мовлення і мови) пропону-
ють використовувати рекурентні нейронні мережі [7, 8]. 

З метою дослідження широкого кола проблем аналізу стійкості, син-
хронізації та оцінювання збіжності застосовують моделі рекурентних ней-
ронних мереж на основі систем диференціальних рівнянь із часовими запіз-
неннями. Неперервно або дискретно розподілені запізнення, спричинені 
часом, що затрачається на обчислення на попередніх вузлах,  спостерігають-
ся в різних нейронних мережах. Як приклади можна навести нейронні ме-
режі Хопфілда, клітинні нейронні мережі та двонапрямлені нейронні мережі 
з асоціативною пам’яттю. При цьому запізнення можуть впливати на хід 
коливань, нестійкість та продуктивність мережі [9–11]. 

За допомогою моделей на основі диференціальних рівнянь із запізнен-
ням можуть бути досліджені динамічні характеристики рекурентних ней-
ронних мереж із запізненнями часу [12, 13].  

Ураховуючи той факт, що глобальна стійкість є однією з найважливі-
ших динамічних властивостей нейронних мереж, протягом останнього часу 
дослідження стійкості для нейронних мереж із запізненням стосувалися 
глобальної асимптотичної стійкості [9, 10, 14, 15], глобальної експоненціа-
льної стійкості [11, 16] і робастної стійкості [17].  

Експоненціальна стійкість є часто використовуваною для дослідження 
багатьох систем, оскільки вона описується чіткими показниками швидкості 
згасання експоненціальної оцінки. Для отримання таких оцінок застосову-
ється ряд методів, серед яких доцільно виокремити непрямі [18, 19] та прямі 
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методи. Прямі методи грунтуються на побудові функціонала Ляпунова та 
оцінюванні його загальної похідної. Експоненціальну оцінку можна знайти 
як розв’язок різницево-диференціальної нерівності щодо функціонала Ляпу-
нова [20]. Утім, у праці [21] для лінійної нестаціонарної системи розроблено 
метод, який грунтується на отриманні різницевої нерівності для функціона-
ла Ляпунова. Цей метод складніший для побудови нерівності для функціо-
нала Ляпунова, але пропонує більш простий розв’язок цієї нерівності. 
У свою чергу, швидкість згасання може бути розрахована як результат 
числового розв’язання нелінійного алгебричного рівняння. 

Мета роботи — розроблення методу побудови оцінки експоненціаль-
ного згасання для розв’язання систем диференціальних рівнянь, що викори-
стовуються як моделі рекурентних нейронних мереж. Таку оцінку можна 
застосовувати для вибору параметрів нейронної мережі, що забезпечували б 
її оптимальну збіжність до стійкого стану. 

У роботі використано такі позначення: 

)(sup)(
,1],0,[




 i
ni

 — норма вектора-функції, де функції 

]0,[1  C  є неперервно диференційованими на ]0,[  ; 

M  — довільна матрична норма для матриці nnRM  ; 

x  — евклідова норма для вектора nRx ; 

)(max   — максимальне власне значення матриці; 

},...,{max 1max r . 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РЕКУРЕНТНОЇ НЕЙРОМЕРЕЖІ 

Розглядається рекурентна нейронна мережа, описана системою диференціа-
льних рівнянь з дискретними запізненнями: 
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Обмежені функції )(tm  є дискретними запізненнями системи, причому 

,)(0 Mm t   ,1)()(  tt Dm  rm ,1 .  
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Початкові умови системи (1) мають вигляд 

 ]0,[),()( Mii sssx  . (3) 

У формулі (3) )(si  є неперервними дійсно значущими функціями, 

якщо ]0,[ Ms  . 

Як показано у праці [22],  під час виконання припущення (2) розв’язок 
системи (1) існує для всіх 0t  і є єдиним. 

РОЗРОБЛЕННЯ МЕТОДУ ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОГО ОЦІНЮВАННЯ 

Основна ідея методу експоненціального оцінювання розв’язків (1) полягає 
в побудові різницевої нерівності для квадратичної функції Ляпунова 

]0,[)( 1  C  у вигляді 

 ,2),2()(  ttdt  

для деякої сталої )1,0(d . 

Вихідною є нерівність для похідної функціонала Ляпунова у вигляді 
2)()( txt   для деякого 0 . 

Для отримання експоненціальної оцінки необхідно виконати чотири 
основні кроки, зокрема побудувати: 

1) нижню оцінку для розв’язку ),(tx  а саме функцію )(tM , що зале-

жить від значення функціонала Ляпунова )(t  таку, що для довільного до-

статньо великого t  існує ],[ tts   таке, що )()( tMsx  ; 

2) верхню оцінку для )(tx , а саме функцію )(tL  (залежить від значення 

)(  t ), що за довільного достатньо великого t  отримуємо )()( tLtx  ; 

3) нижню оцінку для розв’язку ),(tx  а саме функцію )(tM  (залежить 
від значення функціонала Ляпунова )(t ), що для довільного достатньо ве-

ликого t  існує такий інтервал ],[ ttI  , що 2/)()( tMsx   для будь-

якого Is ; 
4) різницеву нерівність для квадратичного функціонала Ляпунова )(  

за допомогою інтегрування на інтервалі ],[ tts   оцінки 2)()( txt   

для деякого 0 . 

ОЦІНКА ДЛЯ ПОХІДНОЇ ФУНКЦІОНАЛА ЛЯПУНОВА 

Розглянемо функціонал Ляпунова у вигляді 

  
 


r

m
m

m

dssgsVsg
1

0
TT ))(()())(()0()0()( , (4) 

де ]0,[,R)( m
nn

m ssV    — деякі додатно визначені матричні функції. 
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Обчислимо похідну функціонала вздовж розв’язків  системи (1): 
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де nnR   — матриця з нульовими елементами. 

Лема 1. Згідно з працею [21] для довільних векторів nRzy ,  та мат-

риці nnRC   маємо 

 ,2 1 PCyCyzPzzCy    

де P  — довільна додатно визначена матриця.  

Розглянемо складову )())((2 txWtxg T
mm

  у формулі (5). Для будь-

якого фіксованого розв’язку x  і фіксованого t  можна застосувати лему 1, де 
замість C , y
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для довільної додатно визначеної матриці mP . 

Застосувавши верхню оцінку у формулі (5), дістанемо 
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Теорема 1. Нехай система (1) є такою, що існують додатно визначені 
матриці rPP ,...,1 , для яких матриця 
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Доведення. Продовжуючи формулу (6) та використовуючи припущення 
(2) для  g , можна записати: 
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Замінивши mmm WPW T  на mV , отримаємо 
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 Теорему доведено. 
Скалярний випадок. Розглянемо нерівність 
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Права частина нерівності має мінімальне значення, якщо 0mW  і 

,/1 mm WP   rm ,1 . У цьому випадку 
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РІЗНИЦЕВА НЕРІВНІСТЬ ДЛЯ ФУНКЦІОНАЛА ЛЯПУНОВА 

Використаємо допоміжні результати [21], отримані для лінійної 
нестаціонарної системи із запізненням, виходячи з нерівності для похідної 
функціонала Ляпунова (4). 
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Лема 2. Для довільного maxt  існує ],[ max tts   таке, що 
)(||)(|| tMsx  , де 
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Лема 4. Для довільного max2t  існує ],[ max tts   таке, що для 
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Теорема 2. Вважатимемо, що припущення теореми 1 виконується. Тоді 
існує додатна стала 1d  така, що  

 )()( max tdt , .2 maxt  

Доведення. Із теореми 1 випливає, що  
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Ураховуючи (9) для )(/)( *
1

* tLtM ,
 
маємо таку оцінку:  
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Визначаємо константу   таким чином: 
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Спочатку припустімо, що 2/1
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Тобто  
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У цьому випадку нехай d  є єдиним (додатним) розв’язком рівняння 
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Використовуючи (10), можна записати )()( max
**  tdt , що є 

суперечністю. 

З іншого боку, припустімо, що 2/1
max d .  
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Тоді 
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У цьому випадку нехай d  матиме такий вигляд: 
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Тоді )()( max
**  tdt , що також є суперечністю. 

Наслідок 1. Припускаючи, що умови теореми 2 виконуються, 
константу 1d  можна подати у вигляді: 
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де 0d  — єдиний додатний розв’язок рівняння  
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У формулі (11) 
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Доведення випливає з підставляння mmm WPW   замість mV . 

Теорема 3. Припустімо, що виконуються припущення теореми 2. 

Тоді існують константи 0  і 1k  такі, що tket  )0()( , 

max2t . 

Доведення. Нехай   і k  мають вигляд 
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d
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d
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Припустімо, що max2t  — довільний момент часу з інтервалу 

))1(2,2[ maxmax  iit . Тоді 
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Теорема 4. Нехай виконуються припущення теореми 2. 
Тоді існують константи 1k  і 0  такі, що 

 max
)2/()2/(2/1 3,))0(( max

max
 

 teekx t
t . 

Доведення випливає безпосередньо з нерівностей ),()(
2

ttx   

)()( max
2

max
 txt  і теореми 3. 

Приклад. Розглядається рекурентна нейронна мережа з трьома нейро-
нами, що використовувалася як приклад у праці [23]. При цьому 
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Застосуванням результату теореми 4 встановлено значення експонен-
ційного згасання 12,0 . 

Траєкторії розв’язків показано на рисунку, а, а експоненціальна оцінка 
розв’язків — на рисунку, б. Із рисунка, а бачимо, що тривіальний розв’язок 
системи є стійким фокусом. 

ВИСНОВКИ 

У роботі досліджено модель рекурентної нейронної мережі у вигляді систе-
ми диференціальних рівнянь із запізненням. Побудовано експоненціальну 
оцінку розв’язку диференціальних рівнянь зі швидкістю згасання, що зале-
жить від часу запізнення.  

Траєкторії розв’язків (а) та експоненціальна оцінка розв’язків (б) системи дифере-
нціальних рівнянь із запізненням, заданої параметрами (12), що використано як 
модель рекурентної нейронної мережі з трьома нейронами [23] 
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З’ясовано, що традиційні методи побудови експоненціальних оцінок 
розв’язків систем диференціальних рівнянь із запізненням грунтуються на 
диференціальних або диференціально-різницевих нерівностях, що включа-
ють функції (функціонали) Ляпунова і полягають в аналізі відповідних 
лінійних матричних нерівностей. Водночас метод на основі різницевої нерів-
ності для функціоналів Ляпунова дає змогу отримати оцінки експоненціаль-
ного згасання як розв’язок нелінійного алгебричного рівняння. 

У подальших дослідженнях отримані результати можна використати 
для вирішення проблем оптимізації рекурентних нейронних мереж у прак-
тичних застосуваннях. 
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