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ТЕОРЕМА ПРО РЕКОНСТРУКЦІЮ  

ДЕЯКИХ ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

В.Г. ГОРОДЕЦЬКИЙ 

Анотація. Доведено теорему, яка дає строге обгрунтування застосування ди-
ференціальної моделі для створення оригінальної системи, що описує реаль-
ний фізичний процес. Теорема може бути використана для реконструкції мо-
делі за єдиною спостережуваною змінною, наявність якої дозволяє отримати 
диференціальну модель. У диференціальній моделі змінні, яких бракує, замі-
нюються похідними за часом спостережуваної змінної процесу. Існування 
співвідношень, які пов’язують оригінальну систему та диференціальну модель, 
дає змогу здійснити перехід від диференціальної моделі до оригінальної сис-
теми. При цьому можна отримати декілька оригінальних моделей-кандидатів. 
У результаті дослідник може вибрати ту модель, яка якомога повніше відо-
бражує фізику процесу. Теорему можна використовувати і для спрощення уже 
наявної моделі, яка, ймовірно, містить надлишкові складові. 

Ключові слова: оригінальна система, диференціальна модель, реконструкція, 
спостережувана змінна, модель-кандидат. 

ВСТУП 

Ідентифікація математичної моделі будь-якого фізичного процесу за даними 
вимірювань є актуальним завданням багатьох досліджень [1]. Якщо відома 
структура певної моделі, то таке завдання зводиться до її параметричної 
ідентифікації [2,3]. Якщо структура невідома, задача істотно ускладнюється, 
оскільки в загальному випадку передбачає наявність декількох можливих 
структур-кандидатів [4] у межах заданого класу. Додаткові труднощі мо-
жуть виникнути під час пошуку адекватних моделей для систем з детермі-
нованим хаосом [5]. Ці труднощі зумовлено істотною залежністю динаміки 
моделі від початкових умов [6], що накладає додаткові вимоги до точності 
визначення параметрів моделі. 

Важливим окремим випадком проблеми ідентифікації є задача реконс-
трукції моделі за єдиною спостережуваною змінною [7, 8]. У цих дослі-
дженнях для моделювання нелінійних систем використувалися співвідно-
шення, що зв'язують різні моделі, які мають однакові спостережувані змінні. 
У працях [9, 10] показано, що такі співвідношення можна використати для 
отримання множини моделей-кандидатів, які мають задані властивості. 

Мета роботи — доведення теореми, яка є строгим обгрунтуванням ви-
користовуваного підходу і може бути корисною для розв’язання задачі ре-
конструкції нелінійних систем. 

ТЕОРЕМА ПРО РЕКОНСТРУКЦІЮ 

Нехай шукана модель має вигляд 
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де ip  — поліноми, ni ,...,1 . Будемо вважати відомою тільки змінну )(1 tx  

системи (1), яку назвемо спостережуваною, а саму систему (1) — оригіналь-
ною системою (ОС). Під час аналізу поведінки нелінійних систем часто не-
відомі змінні замінюються похідними за часом спостережуваної змінної. 
Така заміна ґрунтується на теоремі Такенса [11], згідно з якою ОС (1) і сис-
тема, що має як змінні спостережувану і її похідні, мають ряд загальних вла-
стивостей. 

Розглянемо систему вигляду 

 ,,,...,, 13221 DNnnn PPyyyyyyy      (2) 

де NP  і DP  — поліноми:  
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,  — сталі коефіцієнти; nlllL  21 , m  — найвищий 

степінь поліномів. Зауважимо, що права частина останнього рівняння (2) 
має дріб, що може призвести до неоднозначності у визначенні його коефіці-
єнтів. Для запобігання цьому можна зафіксувати один з коефіцієнтів моделі, 
наприклад, поділивши всі коефіцієнти поліномів NP  і DP  на перший коефі-

цієнт знаменника 0...00D . Тоді система (2) набуде вигляду 
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Визначення 1. Будемо називати систему (2) диференціальною модел-
лю (ДМ) для системи (1) за змінною )(1 tx , якщо існують співвідношення, 

які зв'язують коефіцієнти систем (1) і (2), за яких 

 )()( 11 txty  .  (4) 

Визначення 2. Будемо називати систему (3) нормованою диференціа-
льною моделлю (НДМ) для системи (1) за змінною )(1 tx , якщо існують 

співвідношення, які зв'язують коефіцієнти систем (1) і (3), за яких викону-
ється (4). 

Розглянемо систему, що належить до того ж класу, що і система (1): 
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де iq  — поліноми. 

Теорема. Якщо ОС (1) має НДМ за змінною )(1 tx , а ОС (5) має НДМ за 

змінною )(1 tu  і виконується співвідношення 

 )()( 11 txtu  ,  (6) 
то ці НДМ збігаються. 

Доведення. Перетворимо останнє рівняння системи (3), перемноживши 
його праву і ліву частини на Dp , і перенесемо всі доданки, крім ny , у праву 
частину. Тоді 
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Нехай права частина (7) містить усього K  доданків. Подамо вираз (7) 
у вигляді 
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Оскільки вважатимемо спостережувані  )(1 tx  і )(1 tu  відомими, то мож-
на обчислити всі їх похідні за часом. Тобто у рівнянні (8) залишаються неві-
домими сталі коефіцієнти jC . Для їх визначення сформуємо систему алгеб-

ричних рівнянь для K моментів часу: 
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  (9) 

Розв’язком  цієї системи буде вектор сталих коефіцієнтів НДМ (3): 

KCC ,...,1 . 

Сформуємо систему алгебричних рівнянь, аналогічну (9), для НДМ за 
змінною )(1 tu  системи (5). Оскільки за умовою теореми виконується спів-

відношення (6), тобто )()( 11 txtu  , то величини )(),( jjjn tfty
 
для змінної 

)(1 tu  будуть збігатися з аналогічними значеннями в системі (9). Отже, і 

розв’язок цієї алгебричної системи — вектор KCC ,...,1  — також збігати-
меться з розв’язком системи (9). Таким чином, обидві НДМ збігаються, тоб-
то теорему доведено. 
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РЕЗУЛЬТАТИ 

Теорему можна проілюструвати, використовуючи деякі результати з робо-
ти [12]. Розглянемо ОС вигляду   
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  (10) 

Згідно із працею [12]  їй відповідає ДМ за змінною )(1 tx : 
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(11) 

або НДМ: 
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У праці [12] отримано співвідношення  
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які пов’язують коефіцієнти ОС (10)  і ДМ (11) і за яких виконується рів-
ність (4). 

Якщо надати деяким коефіцієнтам системи (10) нульові значення, 
отримаємо її окремий випадок, наприклад, систему 
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Для того щоб отримати НДМ, яка відповідає системі (14), треба в сис-
темі (13) дорівняти до нуля коефіцієнти, яких немає в системі (14). Щоб пе-
рейти від ДМ до НДМ, можна вирази для всіх коефіцієнтів (13) поділити на 
вираз для 0D . Тоді маємо  10 d ,  а НДМ для ОС (14) набуде вигляду 
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  15) 

Система (14) досліджувалась за таких значень коефіцієнтів:  

 ,147,11 a  ,786,222 a   ,13 a   143,147,11,1 431  ccb .  (16) 

При цьому значення коефіцієнтів НДМ (15) склали: 

 ,2541 n   ,102 n  ,103 n   ,2864 n  62992,56 n , 

 ,62992,57 n   ,56299,08 n  ,50787,8010 n  .56299,01 d   (17) 

За значень коефіцієнтів  (16) ОС (14) має режим детермінованого хаосу. 
Часовий ряд змінної  )(1 tx  системи  (14) зображено на рис. 1.  

Варто зауважити, що ОС (14) — не єдиний окремий випадок системи 
(10), який може мати таку саму спостережувану змінну 1( )x t , і якій відпові-

дає НДМ (12) з коефіцієнтами (17). Якщо розглядати тільки системи вигляду 
(10), які мають в правих частинах рівнянь по 6 доданків (тобто стільки ж, 
скільки в системі (14)), то таких ОС виявиться 5. Числові значення 
коефіцієнтів таких систем наведено в таблиці, у якій ОС (1) відповідає си-
стемі (14). Усі системи з таблиці здатні за відповідних початкових умов то-
чно відтворити часовий ряд змінної )(1 tx , поданий на рис. 1.  

x1 

t

Рис. 1. Часовий ряд спостережуваної змінної 1( )x t  ОС (14) 
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Числові значення коефіцієнтів ОС 

Значення коефіцієнтів 
ОС 

0a  1a  2a  3a  1b  0c  1c  2c  3c  4c  

1 – 1,147 –22,786 1 1 – – – –11,147 –143 

2 – – –25,4 1 1 – 15,4 – –10 –143 

3 –2,735 – –25,4 1 1 – – – –10 –143 

4 – – –25,4 1 1 –27,354 – – –10 –143 

5 – – –10 1 1 – – –154 –10 –143 
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Співвідношення між коефіцієнтами ОС (2–5), наведеними у таблиці, 
і коефіцієнтами НДМ (12), подано системами (18)–(21). Ці співвідношен-
ня виведено на основі залежностей (13) аналогічно співвідношенням (15) 
для ОС (14).  

Фазові портрети ОС 1–5 з таблиці показано на рис. 2 в тій самій 
послідовності, що і в таблиці. З рисунка видно, що ці портрети відрізняють-
ся один від одного, оскільки в них збігаються тільки спостережувані змінні 

)(1 tx , а )(2 tx  і )(3 tx  можуть відрізнятися. Також для порівняння на рис. 3 

наведено фазовий портрет НДМ (12). 
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Рис. 2. Фазові характеристики систем 1–5 
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ВИСНОВКИ 

Доведена в роботі теорема обґрунтовує можливість переходу від досліджу-
ваної оригінальної нелінійної системи до системи спеціального типу, так 
званої диференціальної моделі, яку можна отримати на підставі єдиної спо-
стережуваної змінної. Наявність такої моделі дає змогу отримати в загаль-
ному випадку деяку множину оригінальних систем-кандидатів. Маючи та-
кий набір ОС, дослідник може вибрати ту модель, яка якомога повніше 
відображує фізику процесу. 

Теорема може бути застосована для спрощення вже наявних моделей, 
які можуть мати надлишковість [10]. В обох випадках теорема є строгим 
математичним обгрунтуванням  для задач такого типу, що дозволяє уникну-
ти некоректності, яка можлива за інтуїтивного підходу. 
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