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Анотація. Розглянуто моделі лінійних параметричних систем звичайних ди-
ференціальних рівнянь зі змінною вимірністю фазового простору. Доведено 
теореми про практичну  стійкість лінійних параметричних систем зі змінною 
вимірністю. Важливою є отримана обернена теорема про практичну стійкість 
вказаних систем. Наведено алгоритми та критерії аналізу практичної стійкості 
лінійних параметричних систем зі змінною вимірністю фазового простору за 
наявності постійно діючих збурень.  Отримано матричні рівняння чутливості 
таких систем. Показано, що на основі методів практичної стійкості та умов, які 
задовольняють матриці чутливості, можна ефективно знаходити оцінки пара-
метрів для аналізу чутливості систем зі змінною вимірністю фазового просто-
ру. Результати роботи придатні для успішного застосування в задачах цифро-
вого оброблення інформації та розпізнавання образів. 

Ключові слова: практична стійкість, чутливість динамічних систем, системи 
із застосуванням розмірності фазового простору.  

ВСТУП 

Задачі аналізу параметрів моделей функціонування різноманітних систем 
постають у різних прикладних галузях. Тут можемо навести моделі медич-
ної діагностики, хімічної промисловості, моделі оцінювання екологічного 
стану, радіолокації та багато інших, що потребують методик вибору парамет-
рів, які б дозволили в реальному часі розпізнавати певні особливості дослі-
джуваних процесів. Важливими виявляються такі зміни параметрів, які зу-
мовлюють певну властивість стійкості вказаних систем. Одним із підходів 
до розв’язання проблеми є методи практичної стійкості. Вони дозволяють 
з єдиних позицій підійти до проблеми аналізу чутливості динамічних систем 
і отримати ефективні критерії оцінювання параметрів. 

У роботі вивчається модель, яка змінює вимірність фазового простору 
у певні моменти часового параметра і на кожному інтервалі описується сис-
темою звичайних диференціальних рівнянь. Для цієї моделі отримано мат-
ричні рівняння чутливості і запропоновано використовувати оптимальні 
оцінки у класі еліпсоїдів, що виводяться за допомогою методів практичної 
стійкості параметричних систем. 
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Мета роботи — розроблення ефективних алгоритмів аналізу й оціню-
вання параметрів моделей систем зі зміною вимірності фазового простору 
на основі методів практичної стійкості. 

ОПИС ЛІНІЙНИХ ПАРАМЕТРИЧНИХ СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ 

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ  

ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ 

Нехай задано розбиття },...,,{ 21 N , ),[ 1 iii tt  , 1,1  Ni , 

],[ 1 NNN tt   відрізка ],[ 10 TT  [1], тобто 112100 ... TttttTt NN   , 

  — вектор параметрів розмірності m , що вибирається з деякої множини 

G  ( G0 ).  

На відрізку ],[ 10 TT  із заданим розбиттям   розглянемо динамічну сис-
тему, яка залежить від векторного параметра   :    
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за умов зміни вимірності фазового простору 
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mni 1  і, крім цього, 1D  — нульова матриця розмірності mn 1 . 

Легко показати, що за умов, які задовольняють сталі матриці iC  і iD , 
розв’язок системи (1), (2) існує і єдиний. 

Систему (1) за умов (2) називатимемо лінійною системою, яка змінює 

вимірність фазового простору в моменти it , 1,1  Ni . 
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СИСТЕМ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ 
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В означенні 1 множина 
0G (  00 G ) — це множина допустимих значень 

параметрів, які використовуються для аналізу практичної стійкості [2, 3]. 
Теорема 1. Якщо для системи (1) за умов (2) знайдуться додатно визна-

чені функції Ляпунова ),),,(( )(  ttxV i
i , які задовольняють умови 
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i ttxVx  ,  0G , it  , Ni ,1 ; (3) 
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для будь-якого }1,...,2,1{  Ni  
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то незбурений рух 0),()( i
i tx , it  , Ni ,1  системи (1), (2) 
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Доведення (від супротивного). Нехай виконуються умови (3)–(6) тео-

реми 1, але знайдеться Ni  01  і таке значення 
0i

t  , за якого траєкторія 

системи, яка відповідає параметру  0G , не належить множині )( 0i
t , тобто 

)()( 00 ),( i
t

i tx  . Можуть бути два випадки: а) 10 itt  або б) ),(
00 1 ii ttt  .  

У випадку а) отримуємо, що 1),),,(( 11
)(

00
0

0
  ii

i
i ttxV . Оскільки для 

всіх t , 
0i

t  , маємо 1),),,(( 11
)(

00
0

0
  ii

i
i ttxV , то порушується умова (5). 
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Ураховуючи (5), маємо 
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Звідси на підставі умови (4) маємо  ),),,(( )( 0
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(6) теореми. Тому таке припущення неправильне.  

Теорема 1 доведена. 
Нехай початкові умови для системи (1) за умов (2) вибираються з мно-
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но визначена матриця. 

Означення 2. Незбурений рух 0)0,()( tx i , it  , Ni ,1  системи (1) за 

умов (2) називатимемо },,,1,,,,,{ 10
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)()( ),( i

t
i tx   при it  , Ni ,1  для будь-яких початкових умов з множини  
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Теорема 2. Якщо для системи (1), (2) знайдуться додатно визначені 

функції Ляпунова ),),,(( )(  ttxV i
i , Ni ,1 , які задовольняють умови (3)–5) і 
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   },,,1,,,,,{ 100 TTNitGHc i
i

t   — стійкий. 

Теорему 2 легко довести за схемою доведення теореми 1. 
Покажемо, що для системи (1) за умов (2) можна знайти функцію Ля-

пунова. 
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Теорема 3. Якщо існує однозначна, неперервна, додатно визначена фу-

нкція )( )1(xW  така, що множина }1)(:{ )1()1(
0

)1(
 xWxG x , то функції Ляпу-

нова для системи (1) за умов (2), що задовольняють усі вимоги теореми 1, 
можна побудувати так: 
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розв’язок системи (1), (2), який набуває значення )(ix  у момент it  , а  
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нормована за моментом 1it , Ni ,1  фундаментальна матриця задачі Ко-
ші (8). 

Доведення. Для доведення теореми потрібно перевірити умови (3)–(6). 

Умова (3) виконується, оскільки  }1),),,((:{ )()( ttxVx i
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Оскільки для будь-якого }1,...,2,1{  Ni  
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то виконується й умова (5). За такого вибору функції Ляпунова умова (6) 
також справджується.  

Теорему доведено. 
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АЛГОРИТМИ АНАЛІЗУ ПРАКТИЧНОЇ СТІЙКОСТІ ЛІНІЙНИХ 

ПАРАМЕТРИЧНИХ СИСТЕМ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО 

ПРОСТОРУ 

Для побудови алгоритмів аналізу практичної стійкості лінійної системи (1) 
за умов (2) запропонуємо критерій, який ґрунтується на певних припущен-
нях щодо як областей початкових умов і параметрів, так і конкретних 
обмежень [3–6]  на динаміку фазових станів указаної системи. Нехай 

),( 1ii ttX  — матричний розв’язок задачі Коші (8). Позначимо: 

 jjjjiiiiiiijij CttXCttXCttXttW ),(...),(),(),( 112111  .  (9) 

Тоді розв’язок системи (1) за умов (2), який задовольняє початкову умову 
)1(

00
)1( )( xtx  , матиме вигляд 
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Щоб отримати числові оцінки областей практичної стійкості системи 
(1) за умов (2), множини початкових умов та параметрів задамо у вигляді 
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де ,H  H  — додатно визначені матриці; ,c  c  — деякі додатні сталі.  

Розглянемо також конкретні динамічні обмеження 
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то на підставі (10) можемо записати 

 )()( tx i )()( tz i ),()( ta i , it  , Ni ,1 . 
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Критерій 1. Для того, щоб система (1), (2) була ,,,,,{ )(i
tHcHc   

},1`, Nit i   — стійкою, необхідно і достатньо, щоб виконувалися нерів-
ності 
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   виражається через матриці ),( 01 ttWi , 

it  , які можна знайти за формулою (9), поклавши 1j . 

Доведення. Запишемо розв’язок (1), (2) у вигляді (12) і подамо умову 

Nittx i
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t
i ,1,,)( )()(   таким чином: 
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Визначаючи екстремуми лінійних форм )()()( tzl iTi
si

 на еліпсоїдах 

2)(1)( ))())()((( ctltQtl i
si

Ti
s ii

 , it  , ii Ns ,...,2,1 , Ni ,1 , отримуємо справе-

дливість (13), (14). 

КРИТЕРІЇ ПРАКТИЧНОЇ СТІЙКОСТІ ЛІНІЙНИХ ПАРАМЕТРИЧНИХ 

СИСТЕМ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ ЗА 

ПОСТІЙНО ДІЮЧИХ ЗБУРЕНЬ 

Розглянемо тепер задачу практичної стійкості лінійної системи зі зміною 
вимірності фазового простору, яка залежить від параметрів та постійно дію-
чих збурень 
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 (16) 
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де  iqq 1,1 , ii Rtt ,  — відомі числа, Ni ,1 .  

Нехай ),( 1ii ttX  — матричний розв’язок задачі Коші (8), матриці 

),( jij ttW  мають вигляд (9). Тоді розв’язок системи (15) за умов (2), який 

задовольняє початкову умову )1(
00

)1( )( xtx  , можна знайти за формулою 
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Щоб отримати числові оцінки областей практичної стійкості системи 
(15), (2), задамо множини початкових умов і параметрів у вигляді (11) і роз-
глянемо динамічні обмеження (12). 

Подамо розв’язок системи (15) за умов (2) у вигляді (17) і запишемо 

умову того, що траєкторії системи належать множині ,)(i
t  it   так: 
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Зрозуміло, що співвідношення (18) досягаються, якщо виконуються 
умови 
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а вектори )(1 tL
is , )(2 tL

is  мають відповідно вигляд 1)(1 tL
is  

),()( )()(  tatl iTi
si

, ),()(1)( )()(
2  tatltL iTi

ss ii
. 

Ураховуючи вираз (19), отримуємо критерій 2. 

Критерій 2. Для того, щоб система (15), (2) була ,,,,,{ )(i
tHcHc   

},1, Nit i  , — стійкою за наявності відомих збурень )()( tf i , it  , 

Ni ,1 , необхідно і достатньо, щоб виконувалися нерівності 
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Використовуючи співвідношення (16), для )(t
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Позначимо:  
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Якщо виконуються нерівності 
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Критерій 3. Для того, щоб система (15), (2) була ,,,,,{ )(i
tHcHc   

},1, Nit i   — стійкою за наявності невідомих, але обмежених збурень 

)()( tf i , it  , Ni ,1 , необхідно і достатньо, щоб виконувалися нерівності 
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МАТРИЧНІ РІВНЯННЯ ЧУТЛИВОСТІ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ ЗІ ЗМІНОЮ 

ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ 

Для системи (1) за умов (2) рівняння чутливості [6 – 9] мають вигляд 
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за умов зміни вимірності фазового простору 
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Щоб отримати початкові умови (20), потрібно диференціювати за   
таке інтегральне рівняння: 
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У результаті маємо [3, 7] 

 



 


t

t

dssBsUsA
tx

tU
)(

11

)1(

1

0

))(),()((
),(

),(  

 




d

dx )()1(
0





d

dt
tBtxtA

T )(
))(),()(( 0

010
)1(

01 . 

Поклавши в цій рівності )(0  tt , знайдемо вираз для обчислення по-

чаткових умов матриці TU10 )),(),...,,(),,((),( 0
)(

10
)2(

10
)1(
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розмірності mn 1  функцій чутливості системи (1) за умов (2). 

ОЦІНКИ В ЗАДАЧАХ АНАЛІЗУ ЧУТЛИВОСТІ ЛІНІЙНИХ 

ПАРАМЕТРИЧНИХ СИСТЕМ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО 

ПРОСТОРУ 

Нехай матриці функцій чутливості системи (1), (2) такі, що виконуються 
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Щоб урахувати обмеження (21), уведемо до розгляду множину почат-
кових умов для функцій чутливості 
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де kH  — додатно визначені квадратні матриці розмірності mm , mk ,1 . 

Використовуючи алгоритми практичної стійкості, знайдемо оцінки зна-
чень параметра c , за яких виконуватимуться співвідношення (21), а саме: 
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i  — вектори, що визнача-

ються за формулами 
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Критерій 4. Для того, щоб функції чутливості системи (1) зі зміною 
вимірності за співвідношенням (2) задовольняли (21), необхідно і достатньо 
параметри системи вибирати згідно з нерівностями: 
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АЛГОРИТМИ РОЗРАХУНКУ ДОПУСКІВ НА ПАРАМЕТРИ В ЛІНІЙНИХ 

СИСТЕМАХ ЗІ ЗМІНОЮ ВИМІРНОСТІ ФАЗОВОГО ПРОСТОРУ 

Розглянемо систему (1) за умов (2). Нехай розв’язок цієї системи задоволь-

няє початкову умову )1(
00
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)(ix  — розрахункові значення векторів фазо-

вого стану розглядуваної системи при  , Ni ,1 , отримаємо 
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за нульових початкових умов, тобто при  0tt  , 0),( 0
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Умови (2) набудуть вигляду 
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Якщо }:{ 2
0 cHG T  , H  — додатно визначена матриця, а )(i
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Розв’язок (22) за умов (23) і того, що 0)( 0
)1( ty , матиме вигляд 
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Із рівняння (24) випливає, що   ),(),( 1
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а ),( 1ii ttY  — матриця функцій чутливості системи (22), (23) і має вигляд  
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Легко переконатися, що матриця ),( 1ii ttY  у цьому випадку 
є розв’язком такої задачі: 
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Тому за наявності лінійних обмежень 
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стала c , що фігурує в оцінці множини  }:{ 2
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Розв’язуючи відповідну оптимізаційну задачу, отримуємо такий критерій. 

Критерій 5. Для },1,,,,{ )( NitHc i
i

t   — оцінки параметрів   сис-
теми (22), (23)  необхідно і достатньо, щоб 
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Припустімо тепер, що початкові умови у системі (1), (2) залежать від 

вектора параметрів 0
)1(

00
)1( ),()( ttxtx  . Для отримання конструктивних 

алгоритмів візьмемо конкретний тип початкових умов [10 – 16], наприклад, 

 0
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0 )( Xx , де 0X  — відома матриця розмірності mn 1 . Тоді вектори 

розкидів ),()( ty i  і   задовольнятимуть систему (22) за ненульових почат-

кових умов  00
)1( )( Xty . При цьому  матриця чутливості збігається з мат-

рицею ),( 1ii ttY . Якщо позначити 01111 ),(),(
~

XttWttW ii  , то дістанемо кри-
терій оцінки для лінійних початкових умов. 

Критерій 6. Для },1,,,,{ )( NitHc i
i

t   — оцінки параметрів   сис-
теми (22), (23)  необхідно і достатньо, щоб виконувалася нерівність 
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де ),( 1ii ttY  — матриця чутливості розмірності mni  , it  , Ni ,1  і має 
вигляд (25). 

ВИСНОВКИ 

У роботі розглянуто моделі лінійних параметричних систем звичайних ди-
ференціальних рівнянь зі змінною вимірністю фазового простору. Для тако-
го типу систем доведено теореми про практичну стійкість. Розроблено алго-
ритми аналізу практичної стійкості для цих систем. Отримано критерії 
практичної стійкості динамічних систем зі змінною вимірністю фазового 
простору. 

Побудовано матричні рівняння чутливості, на основі яких знайдено 
оцінки аналізу чутливості параметричних систем зі змінною вимірністю фа-
зового простору. На основі  критеріїв розроблено алгоритми розрахунку до-
пусків на параметри лінійних систем зі змінною вимірністю фазового прос-
тору. 

Запропоновані алгоритми ґрунтуються на побудові систем диференціа-
льних рівнянь і зводяться до розв’язання  матричної задачі Коші, розв’язок 
якої можна знайти за допомогою числових методів. 
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