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DIGITAL TWINS: STAGES OF CONCEPT DEVELOPMENT, 

AREAS OF USE, PROSPECTS 

N.D. PANKRATOVA, K.D. GRISHYN, V.E. BARILKO 

Abstract. The results of a review of the digital twin concept development, the areas 
of their use, and the prospects are highlighted. The history of the emergence and de-
velopment of the digital twin concept, its definition, and its classification are given. 
The relevance of the technology under consideration is reflected. The purpose of this 
review is to provide the most complete, up-to-date information on the current state 
of the digital twin technology, its application in various fields of human activity, and 
further prospects for the development of the industry. An extensive bibliography on 
the topic is provided, which may be helpful for researchers and representatives of 
various industries. 

Keywords: Industry 4.0, digital twin, classification, areas of application, Internet of 
Things, physical and mathematical models. 

INTRODUCTION 

The increasing complexity of production management task necessitates the adop-
tion of new management methods and systems. Today, production management 
requires Industry 4.0 competencies [1], which have emerged relatively recently 
and are largely interconnected with IT technologies. The traditional pyramidal 
model for designing production management systems is being replaced by mod-
ern approaches to direct interaction between the components of the production 
system based on the concept of the Internet of Things (IoT). The digital twin re-
fers to a new innovative toolkit that helps to exploit the advanced scenarios of the 
Internet of Things and other technologies. This toolkit is used to create digital 
models of the physical environment, and digital analogues will be able to perceive 
information from the world around them, interact and exchange data. The result is 
a completely new environment where the intelligence embedded in applications 
will allow to assess what is happening in the physical world, take into account the 
accumulated information and experience to support decision-making. This envi-
ronment creates qualitatively new conditions for business and ensuring environ-
mental safety at work. Thus, the digital and physical worlds are being united, with 
applications, services, networking components and edge devices being the Inter-
net of Things. Each element of the Internet of Things in production will have a 
digital twin, i.e. its virtual model for rational production management. Based on a 
systematic literature review and a thematic analysis of 92 publications on digital 
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twins over the past ten years, [2] this work describes this technology, identifies 
knowledge gaps and necessary areas for future research. In the characterisation of 
a digital twin, the state of the concept, key terminology and related processes are 
identified, discussed and combined to produce 13 characteristics (physical en-
tity/twin; virtual entity/twin; physical environment; virtual environment; state; 
implementation; metrology; duplication; duplication rate; physical-virtual connec-
tion/twin; virtual-physical connection/twin; physical processes; and virtual proc-
esses) and the complete structure of the digital twin and its operation process. Fol-
lowing this characterisation, seven knowledge gaps and topics for future research 
are identified: perceived benefits; digital twin in the product lifecycle; use cases; 
technical implementations; confidence levels; data ownership; and integration of 
virtual entities, each of which is necessary for digital twin implementation. There 
are also other reviews [3]–[6] on the digital twin application in various industries. 

The history of the digital twin concept. The first digital twin in history (at 
that time, such name and concept did not exist) can be considered a program used 
by NASA in the 1960S to design the Apollo 13 mission. It was created to test how 
the future object would behave in the physical world. Later, engineers discovered 
that the virtual model could be used to control equipment and predict what would 
happen to it. The sensor readings during the flight were compared with those pre-
dicted in the digital model in real time [7]. This idea later became the basis for the 
creation of modern digital twins. 

The emergence of the digital twins concept is associated with the work of 
Michael Greaves, a professor at the University of Michigan. In 2002, as part of a 
presentation at the University of Michigan for industry representatives, he pro-
posed a model consisting of three components: a real space; a virtual space; and a 
mechanism that ensured the exchange of information between them. At the time, 
this concept was called “ideal PLM” (Product Lifecycle Management) [8]. A sim-
ilar concept named “Mirror Worlds” [9] was proposed earlier by computer scien-
tist David Gelernter in 1991. 

In response to the M. Greaves publication, K. Främling et al. 2003 [10] pro-
posed to modify the PLM concept to solve the problem of organizing the ex-
change of information between a virtual object and a physical one using the Inter-
net of Things. In particular, the authors argued that the standards already existing 
at that time were sufficient to organize the computing architecture. In 2003, the 
idea was not widely supported due to the imperfection of technologies for proc-
essing a large data flow in real time, with most data stored in paper form. 

Later, Michael Greaves developed this idea and presented it in his course on 
PLM systems, which he taught at the same university. Despite the fact that the 
term “digital twin” appeared a little later, the basic concept of having a physical 
object, a virtual object and ensuring the information exchange between them was 
developed already then. In the following years, one of the names of this concept 
was the “model of mirror spaces” [11], in the period 2006–2010 the term “model 
of information mirror” was used [12]. 

In 2010, the term “Digital Twin” first appeared in NASA’s technology 
roadmap, its authorship could be attributed to J. Vickers. This publication also 
used the term “Virtual Digital Fleet Leader” [13]. Since 2011, the concept of digi-
tal twins has been used by the US Air Force Research Laboratory (AFRL) to ef-
fectively resolve the design issues, maintenance and forecasting of the aircraft 
service life [13], [14]. A virtual copy of the aircraft accompanied the real object 
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throughout its life cycle. In 2013, Germany proposed the concept of Industry 4.0. 
Its key idea is the cyber-physical system (CPS). CPS combines people, machines 
and things that provide a continuous exchange of information to monitor, collect 
data, analyse and optimise production processes. To implement such processes, it 
is necessary to use a digital twin [15]. The concept of a “digital twin” is a part of 
the fourth industrial revolution and is designed to help businesses detect physical 
problems faster, make more accurate predictions, develop better products 
[16], [17]. 

M. Greaves gave a detailed description of the digital twin in 2014 in the so-
called White Paper, intended for corporate society. Some industrial companies, 
such as Siemens, almost immediately adopted the terminology and paradigm 
outlined in the book [18]. In his book “The Origin of Digital Twins”, M. Greaves 
divided any digital twin into three main parts [19]: a physical product; a virtual 
product; and data and information that unite the virtual and physical products. In 
his opinion, “under ideal conditions, all the information that needs to be obtained 
from a product can be provided by a digital twin”.  

The design of digital twins is based on simulation modelling methods that 
provide the most realistic representation of a physical environment or object in 
the virtual world. A mathematical description of digital twins can be obtained via 
statistical modelling, machine learning or analytical modelling methods. The 
mathematical models of a digital twin for supporting and predicting the 
functioning of a physical process of a real objects are given in [20], [21]. The 
parametric uncertainty of the mathematical description of the physical process is 
taken into account. As an example, the design of a digital twin is given on the 
example of an analytical model of an electric heater. 

In 2023, the concept of a digital twin is evolving into something more subtle 
and incredibly practical: an executable digital twin (xDT). Simply put, xDT is a 
digital twin on a chip. xDT uses data from a (relatively) small number of sensors 
embedded in a physical product to perform real-time simulations using reduced-
order models. Based on the data from a small number of sensors, it can predict the 
physical state anywhere within the object (even in places where sensors cannot be 
placed) [22]. 

The main stages of development of the digital twin concept are shown in 
Fig. 1, from the inception of the idea in 1960 to the current state. Source: com-
piled by the authors based on [7]–[22]. 

Fig. 1. Key stages in the development of the digital twin concept. Source: compiled by 
the authors on the basis of [7]–[22] 

y. y. y. y. y. y. y. s 
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Definition of a digital twin. The review has shown that there is no single 
accepted definition of digital twin. The paper “Digital twin paradigm: A system-
atic literature review” counted 30 definitions given by researchers and organiza-
tions [7]. Therefore, we will present the definition proposed by the author of the 
concept of digital twin and one of the modern ones, which, in our opinion, is the 
most complete among the existing ones. 

Definition by M. Greaves. A set of virtual information constructs that fully 
describe a potentially or actually produced physical product from microatomic to 
macrogeometric level [8]. 

Definition by Asimov et al. 2018. A virtual copy of a physical object that 
can monitor data consistency, perform data mining to identify existing and predict 
future problems, and use artificial intelligence to support business decisions [23]. 
However, the definition of a DT is not finalized. For example, a 2021 meta-
analysis that included 24 articles showed that 83% authors agreed that the concept 
was in the early stages of development [24]. 

The relevance of the topic of digital twins. According to a study conducted 
in September 2022, the number of publications in Scopus on the topic of "digital 
twin" is growing every year [25]. The popularity of this topic can be seen from the 
graph of the number of publications depending on the year. Interest in the creation  
of digital twins has been growing significantly since 2016. 

More and more countries are adopting development plans based on tech-
nologies that combine physical and information space: “Industry 4.0” in Germany 
[15], “Advanced Manufacturing” in the United States [26], “Society 5.0” in Japan 
[27], “Made in China 2025” in China [28], and a similar project for the EU, “The 
Factory of Future” [29]. Topic relevance is confirmed by numerous highly cited 
publications. Authors of these publications have high H-index (Table 1). 

Fig. 2. Number of publications on DT depending on the year. Source [20]. 
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T a b l e  1 .  The most cited works on digital twins 

Number of 
citations 

H-index  
of authors  Title Year 

Scopus / Google Scholar 

Jay Lee, Behrad Bagheri, Hung-An Kao “A cyber-
physical systems architecture for industry  
4.0-based manufacturing systems” [30] 

2014 3003/5088 
Jay Lee: 58/73 

Behrad Bagheri: 
12/19 

Fei Tao, Jiangfeng Cheng, Qinglin Qi, Meng 
Zhang, He Zhang, Fangyuan Sui “Digital twin-

driven product design, manufacturing and service 
with big data” [31] 

2018 1433/2084 

Fei Tao: 69/81 
Jiangfeng Cheng: 
14/16 Qinglin Qi: 

23/24 

Dmitry Ivanov “Predicting the impacts of epidemic 
outbreaks on global supply chains: A simulation-

based analysis on the coronavirus outbreak 
(COVID-19/SARS-CoV-2) case” [32] 

2020 1079/1821 
Dmitry Ivanov: 

62/74 

Werner Kritzinger, Matthias Karner, Georg Traar, 
Jan Henjes, Wilfried Sihn “Digital twin  

in manufacturing: a categorical literature review 
and Classification” [33] 

2018 1114/1718 
Wilfried Sihn: 

22/31 

Fei Tao, He Zhang, Ang Liu, Andrew Yeh-Ching 
Nee “Digital Twin in Industry: State-of-the-Art” [34]

2019 1197/1750 Fei Tao: 69/81 

Michael Grieves, John Vickers “Digital Twin: 
Mitigating Unpredictable, Undesirable Emergent 

Behavior in Complex Systems” [35] 
2017 1063/2076 

Michael Grieves: 
7/16 

Abram L. J. Walton, Cynthia L. Tomovic, Michael 
W. Grieves, “Product Lifecycle Management: 

Measuring What Is Important – Product Lifecycle 
Implementation Maturity Model” [36] 

2013 6/13 

Michael Grieves: 
7/16 

Tomovic Cyn-
thia: 5/9 

F Tao, Q Qi, L Wang, AYC Nee “Digital twins 
and cyber-physical systems toward smart  

manufacturing and industry 4.0: correlation  
and comparison” [37] 

2019 487/712 
Qinglin Qi: 23/24 

Fei Tao: 69/81 

Source: compiled by the authors on the basis of [30]–[37] 

The study by Semeraro et al. 2021 [7] provides the following facts about the 
popularity of the term “digital twin” in the Scopus, Elsevier, and ScienceDirect 
databases: 60 journals have published papers on this topic; it was discussed in 47 
conferences; 8 chapters in various books have been found. 

Many DT-related technologies have been patented. As part of the review, we 
searched for patents with the term “digital twin” using the query TAC=”digital 
twin”. At the time of writing, Google Patents returned 6181 results for this query 
dated 2003-01-01. The largest patent holders are large corporations: Siemens AG 
(13.4% of all patents); General Electric (9.8%); Beijing University of Aeronautics 
and Astronautics (3.4%). A study that conducted a cluster analysis of DT patents 
from the Webpat and Derwent databases found 140 records by 2018 [38].  

The classification of DT. The most complete list of classifications is given 
in the paper [39]: by application, by level of integration, by hierarchy, by level of 
maturity/complexity, including the classification introduced by M. Greaves [40]. 
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Reading literature, one may also encounter terms “digital model” and “digital 
shadow”. They should be distinguished from a digital twin. In particular, the 
difference between these terms was explained by Kritzinger et al [33]: 

 A digital model is a virtual representation of an entity in which there is no 
automatic data exchange between a physical and a virtual object. All information 
is transferred manually. 

 A digital shadow is a virtual representation of an entity where data is 
transferred from a physical object to a virtual one, but not vice versa. Thus, a digi-
tal shadow is a kind of logbook where all important changes are recorded. 

 A digital twin is a virtual representation in which data flows in both direc-
tions, from a digital entity to a physical one and vice versa. 

AREAS OF APPLICATION OF DIGITAL TWINS 

1. Aerospace industry. As noted in the IEEE publication [40], leading aerospace 
industry agencies such as NASA, EASA, the US Air Force, and the Royal Cana-
dian Air Force (RCAF) consider DT as a key element in production. This tech-
nology enables the implementation of the Operation & Maintenance paradigm, 
which prioritises the prevention of accidents and breakdowns, and fixing them 
before they occur. 

Digital twins are indispensable in the design of critical components such as 
engines, which are expensive and technologically complex to test. Computer sim-
ulations allow to test different flight modes, altitudes, climatic conditions, emer-
gency situations, and system failures before physical testing. Simulations make 
possible to study engine behaviour under extreme conditions without physical 
experiments [40]. 

In-service DT reduces the need to rely on probabilistic models to determine 
when a part may need maintenance. Various machine learning algorithms are 
used in the aerospace industry: Support Vector Machines, autoencoders, convolu-
tional neural networks. A full list of algorithm applications is available in the 
IEEE publication [40]. More details can be found in a textbook dedicated to the 
problem of using DT in aircraft [41]. 

Fig. 3. Data flow in a digital model, shadow and twin. Compiled on the basis of the 
publication [33] 
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The DTs are used by Rolls-Royce in the design and operation of its aircrafts. 
Once released, the virtual model accompanies the aircraft during each flight, 
comparing predicted performance with real-world performance, and building 
What If scenarios [42]. 

2. Automotive industry. Digital twins are used to speed up the design of 
new car models. First, a virtual model is developed and tested, then a physical 
prototype is built and improved in parallel with the digital prototype. A virtual 
twin makes it possible to review different design options and run computer simu-
lations of various situations (for example, how a car would behave on a slippery 
road or in icy conditions). Siemens, for instance, offers software solutions for cre-
ating digital prototypes of cars with the function of developing a 3D model and 
conducting simulations [43]. 

Maserati has replaced the costly and time-consuming wind tunnel streamlin-
ing procedure with a digital twin. Also, the engine sound (which is a symbol of 
the brand) is tuned in a computer simulation, whereas previously a physical proto-
type was built and the acoustics were tested on mannequins with microphones. In 
general, the use of this technology reduces the new car development time by 30% 
[44]. Renault uses the DT to conduct virtual crash tests, study body aerodynamics, 
engine efficiency, even check how well air conditioner cools the interior [45]. 

Digital twins are used not only for design. Cars with a high degree of 
computerisation form the so-called Internet of Vehicles [46], which provides the 
city with many advantages: increased safety, traffic optimisation, information 
about available parking spaces, and the possibility of remote maintenance [47]. 
A striking example of the use of DT during operation is Tesla, which creates a DT 
for each car sold. During the trip, sensor readings are continuously taken and sent 
to servers, artificial intelligence detects problems and forms an individual 
approach to their solution (such as changing the settings to make the doors close 
more quietly) [48]. 

3. Oil and gas industry. The digital twin plays an important role in modern 
drilling operations throughout the entire life cycle of a borehole, starting with the 
exploration stage. The DT of borehole is a complex system: the drilling model is 
made up of four unique elements, each of which is a digital twin itself: wellbore, 
drill string, drilling mud, and formation. Computer simulation allows to find the 
best types of tools and rig settings. Real-time monitoring of all processes and 
forecasting via machine learning methods helps to identify equipment problems 
that can lead to unplanned downtime or correct process deviations before they 
lead to a deterioration in the quality of the workflow [49]. Ericsson uses systems 
to monitor the condition of workers through smartwatches and bracelets to 
prevent mistakes due to fatigue [50]. The most comprehensive bibliography of the 
use of digital twins in the oil industry is provided by Cameron et al. 2018 [51]. 

4. Chemical and pharmaceutical industry. In the chemical and pharma-
ceutical industries, each batch of products is created with a DT that combines all 
the necessary information about the batch. Based on these data, it is possible to 
run simulations and predict the optimal technological parameters for the next pro-
duction stages to ensure the planned product quality. 

Information about changes in product properties depending on the parame-
ters can be stored in databases, which allows to “design” new substances on the 
computer. This functionality makes DT a key element of the quality management 
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process [49]. For example, such software was developed by Atos and Sie-
mens [52]. 

5. Digital Twins of Cities. There are terms like “Smart City” and “Digital 
City” that do not mean that a city has a digital twin. A smart city is one that fol-
lows a strategy of saving resources through innovative solutions. A digital city is 
a city that has implemented IoT technologies [53]. 

The smart city concept emerged in response to the Kyoto Protocol, which 
obliged countries to reduce greenhouse gas emissions [53]. Intensive urbanisation 
(in particular, according to UN forecasts, 68% of the world’s population will live 
in cities in 2050 [54]) has led to cities being the main source of pollution. Digital 
transformation has been proposed as a way to reduce emissions. With the devel-
opment of 3D modelling technologies, it became possible to visualise infrastruc-
ture, but the models were static and used only for infrastructure planning, they 
could not display real-time processes, nor could they be remotely controlled – 
they were not digital twins [55]. It was only with the appearance of IoT technolo-
gies, cloud computing, the implementation of artificial intelligence and big data 
that it became possible to set up data exchange between the physical and digital 
essence of the city. This moment can be considered the emergence of digital twins 
of cities [53]. 

The world’s first digital twin city was created for Singapore in 2014 at a cost 
of US $73 million. In 2022, the system was replaced with an advanced version 
that includes data from sensors, drones, government agencies, etc. [56]. The city 
of Zurich has its own DT with a detailed 3D map of roads, underground and 
above-ground facilities [57]. According to the World Economic Forum 2022, by 
2030, the technology of DT will have saved $289 billion on city planning and 
construction; in 2020, investments in DT of Chinese cities exceeded $380 bil-
lion [58]. 

The most comprehensive bibliography on digital twin cities is provided in 
the review, which lists the main applications: planning and forecasting, visualisa-
tion, engagement, monitoring, data management [59]. 

6. Digital twins of urban water supply systems. The problem of drinking 
water is becoming more urgent in the world, as such, there is a need for its 
rational use. The International Water Association (IWA) has published a paper on 
digital twins of urban water supply systems as a way to reduce water 
consumption [60]. 

An example of a successfully implemented project is the digital twin of 
water supply system of Valencia (Spain) and its suburbs, developed by Global 
Omnium. It feeds approximately 1.6 million inhabitants, and the water supply 
system provides water to 325,000 nodes. The programme contains a detailed 
model to monitor the system and predict emergencies [61]. The digital twin can 
predict possible problems 24 hours in advance. Simulations and records of 
previous accidents are used to train personnel [62]. 

No less successful is the H2PORTO project, a digital twin of the water 
supply system in Porto (Portugal). It provides real-time monitoring of the system, 
uses weather and tidal data to model water levels and warn of flood risk. 
H2PORTO can run virtual simulations of emergency situations: pipe bursts, valve 
closures, pumping station shutdowns [63]. 

7. Energy. Power grids are among the most complex engineering systems in 
the world. With the appearance of solar panels and wind turbines, power supply 
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networks are becoming more complex, requiring effective management. For 
example, Siemens has set up a research centre to develop a digital twin of 
Australia’s power grid. In 2023, €3.4 million was invested in the project. It is 
planned to be developed via the Siemens programme PSS software [64]. 

The lack of a single standard for digital twins remains a problem in the en-
ergy sector. Management is complicated if several power grids are connected but 
have different digital twins. In a publication issued by the IEEE, a single standard 
for digital twins was proposed. The authors note that the architecture is flexible, 
which will spare rebuilding the system in the future and enable connecting exist-
ing digital twins [65]. The most comprehensive bibliography on digital twin pow-
er grid structures is provided in the article [66]. 

8. Construction. Several reviews have already been conducted on this topic 
[67, 68]. Found publications are classified by the stages of the life cycle of the 
object where the digital twin is used: design, construction, and operation. In the 
construction process, complete digital twins are used as part of the implementa-
tion of Building information modelling (BIM), a strategy to improve the effi-
ciency of the construction process [69]. Papers have been published that propose 
the design of the digital twin for the operation of the building. The topics raised 
include building maintenance, fault detection, scheduling and personnel manage-
ment, etc. [70, 71]. 

9. Retail trade. In the book “Advances in computers Vol. 130”, there is a 
separate chapter devoted to DT in retail trade as a tool for effective planning. In 
its simplest form, a DT can be a virtual copy of a physical supply chain with in-
formation on weather, fuel prices, etc. This allows to simulate how, for example, 
a transport delay due to bad weather can affect the flow of products in the supply 
chain [72]. 

According to Forbes, retailers and companies such as Lowes, Kroger, and 
Tyson Foods are already exploring or implementing digital twins of their supply 
chains. French supermarket chain Intermarché has already created digital twins of 
most of its stores. [73]. 

10. Preservation of cultural heritage. Museums use digital twins to moni-
tor the preservation of exhibits. Some institutions create digital twins of entire 
buildings of cultural value. Such technologies are developed by Weiss AG. For 
example, the Forbidden City Museum (Beijing, China) conducts periodic 3D 
scans of ancient buildings to monitor whether restoration is needed [74]. Digital 
twins are also used to organise virtual tours. More details about the application 
can be found in the review dedicated to the use of digital twins in museums [75].  

THE PROSPECTS OF DIGITAL TWINS. THE LARGEST PROJECTS OF 

DIGITAL TWINS. 

A digital twin of the port of Rotterdam. Currently, IBM is creating a digital 
twin of the port of Rotterdam [76], the largest port in the world. The project com-
plexity is comparable to projects that develop digital twin of large city. For 
example, in the annual report of 2022, it was stated that revenue was 825,700,000 
euros [77]. It is planned to organise the port territory into a single digital space 
through IBM Cloud and IBM Internet of Things systems. The digital twin of the 
port will provide the following opportunities [76]: 
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 collection of meteorological and hydrological data to determine the most 
favourable time for getting to the port; 

 autonomous ship control and data exchange between vessels; 
 fuel economy, optimisation of approach and mooring speed; 
A digital twin of the planet Earth [78]. The European Union plans to be-

come a climate-neutral region by 2050. The key point of this plan is digital trans-
formation, and for this purpose, in particular, a digital twin of the planet Earth is 
being developed, in which 1 trillion euros have been invested. It will perform the 
following tasks: 

 combining data from satellites, scientific stations, sensors, etc. into a sin-
gle high-resolution information platform; 

 analysis of human impact on nature, such as carbon emissions, water pol-
lution, littering; 

 more accurate forecasting of weather and climate in the long-term perspective; 
 building what-if scenarios to rationally implement environmental projects. 
Today, some companies have developed software products for creating digi-

tal twins. Digital twin software is an advanced type of modelling software that 
generates a digital simulation of a physical object. Here are examples of software 
for creating digital twins: 

1. Siemens Digital Twin allows to create digital twins for equipment and in-
dustrial processes. It provides real-time monitoring and control of equipment, as 
well as the ability to predict possible failures and diagnose problems. 

2. ANSYS Twin Builder – allows to create digital twins for various indus-
trial systems, including automotive, electronics, and power generation. It allows 
to conduct virtual testing and analyse various system scenarios, which helps to 
reduce costs and improve productivity. 

3. Microsoft Azure Digital Twins is a cloud-based solution that allows to 
create digital twins for different types of buildings and urban environments. It 
allows to visualise the structure of a building and its various systems, as well as 
predict and manage energy consumption. 

4. Predix Digital Twin is a solution from General Electric that allows to cre-
ate digital twins for equipment and infrastructure in the energy and transport in-
dustries. The software product provides equipment condition monitoring and 
forecasting of possible failures, which helps to reduce maintenance and repair 
costs. 

5. The computer game Factorio is a game about building and managing fac-
tories to produce various goods. One of the key aspects is that players have to col-
lect resources, process them and build new factories and machines to improve 
production and get more products. 

As for the digital twin aspect, Factorio players create a virtual model of the 
production process. The game allows to create complex mechanisms from a vari-
ety of elements, such as conveyors, workers, sorting machines, resource mines, 
etc. Each element performs a specific function in the production process, and 
players must properly configure their work to maximise production. 

In Factorio, one can create and save templates of his own production proc-
esses. This allows players to create digital twins of their factories and mechanisms 
that can be saved and transferred between different game worlds. In this way, 
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players can use digital twins to quickly restore the production process in the case 
of a failure or destruction. 

6. “AJAX Systems” is a Ukrainian company specialising in the development 
and production of wireless security alarm systems and intercoms. AJAX Systems 
main products are wireless security alarm systems that use advanced technologies 
and are highly reliable and efficient. AJAX systems are easy to install and config-
ure, as well as the ability to control their operation using a mobile application. In 
addition to wireless security alarm systems, the company also produces wireless 
intercom systems that allow to control access to the building and communicate 
with visitors using a mobile application. 

CONCLUSIONS 

The article provides a detailed overview of the history of the emergence and de-
velopment of the digital twin concept, provides definitions, explains the differ-
ence between this term and related concepts, and substantiates its relevance and 
application in various fields of activity. 

The topic relevance is substantiated by calculating number of publications in 
Scopus, Elsevier, analysing the number of patents in Google Patents, and 
analysing the industrial plans of developed countries such as Germany, the USA, 
Japan, and China. In particular, it can be concluded that industrial giants such as 
Siemens and General Electric have a large number of patents for this technology. 
A detailed review of digital twin applications in various industries was carried 
out: aerospace, automotive, oil, chemical, energy, urban planning, water supply, 
construction, retail, and cultural heritage preservation. Links to specifically 
focused reviews are provided in case of need to learn more about the use of digital 
twins in a particular industry. 

The global digital twin industry was estimated to be worth USD 6.5 billion 
in 2021 and is predicted to reach USD 125.7 billion by 2030. The rise of IoT and 
cloud technologies, as well as the motivation to reduce costs and shorten product 
development time, are key factors contributing to this growth. 
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ЦИФРОВІ ДВІЙНИКИ: ЕТАПИ РОЗВИТКУ КОНЦЕПЦІЇ, ГАЛУЗІ 
ВИКОРИСТАННЯ, ПЕРСПЕКТИВНІСТЬ / Н.Д. Панкратова, К.Д. Грішин, 
В.Є. Барілко 

Анотація. Висвітлено результати огляду розвитку концепції цифрових двій-
ників, галузі їх використання, перспективність. Наведено історію виникнення 
та розвитку концепції цифрового двійника, означення, класифікацію. Відобра-
жено актуальність технології, що розглядається. Метою роботи є надання най-
більш повної сучасної інформації про поточний стан технології «цифровий 
двійник», її застосування в різних сферах діяльності людини та подальші пер-
спективи розвитку індустрії. Наведено широку бібліографію з теми, яка може 
бути корисна дослідникам і представникам різних галузей. 

Ключові слова: Індустрія 4.0, цифровий двійник, класифікація, галузі викори-
стання, Інтернет речей, фізичні та математичні моделі. 
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Abstract. This article presents an algorithm for predicting the rate of a selected 
cryptocurrency, taking into account the posts of a group of famous people in a par-
ticular social network. The celebrities chosen as experts, i.e., famous personalities 
whose posts on social networks were studied, are either familiar with the financial 
industry, particularly the cryptocurrency market, or some cryptocurrency. The data-
set used was the actual rates of the cryptocurrency in question for the selected period 
and the statistics of expert posts in the selected social network. The study used 
methods such as the full probability formula and the Bayesian formula. It was found 
that posts by famous people on social media differently affected cryptocurrency 
rates. The “main” expert was identified, and his posts were used to forecast the se-
lected cryptocurrency’s rate. 

Keywords: cryptocurrency exchange rate, forecasting algorithms, social media 
posts, group of experts, “main” expert, information technology of intelligent analysis. 

INTRODUCTION 

The study of cryptocurrency changes is gaining more and more popularity every 
day due to the relative ease of entry and the abundance of recommendation infor-
mation regarding the process. Buying and selling cryptocurrencies is a rather in-
teresting process, since, if certain conditions are met, you can increase your 
wealth several times, or even replace your main job with this business. However, 
in order to really make money on this process, it is necessary to conduct research 
on the chosen cryptocurrency, exchange and news related to them. 

The relevance is due to the growing popularity of investing in cryptocurren-
cies. Publications of famous people who have a vested interest in this process 
have a significant impact on the price formation of certain cryptocurrencies. 
When traders create forecasts of changes in the exchange rate of certain crypto-
currencies, they will need a recommendation information system that can analyze 
the impact of such publications on cryptocurrency changes, which will increase 
the accuracy of the forecast. 
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The obtained forecasts can be used by financial market participants to obtain 
high-quality forecasts of cryptocurrency rates, on the basis of which they will 
make decisions on its purchase (sale).  

LITERATURE ANALYSIS AND PROBLEM STATEMENT 

The task of analyzing publications from the Internet is very important, since a 
well analyzed publication can provide a lot of different information.  

Article [1] discusses the process of computer based detection and categoriza-
tion of opinions expressed in a piece of text to determine whether the writer’s atti-
tude towards a particular topic, product, etc. is positive, negative, or neutral. A 
detailed study of sentiment analysis and its cause-and-effect relationship. Using 
sentiment analysis, you can get a generalized event based on mood and time. On 
the other hand, the use of causality will be useful not only for determining the 
causes and effects, respectively, but also for their further forecasting. The main 
part of the article is an overview of the combination of these two approaches, 
which degenerates into a model that allows to determine the mood for future 
events, as well as to create a temporal forecast of the time that will pass between 
certain events. To assess the accuracy, we used the following statistic: average 
relative error. 

To view publications, you need to choose a place where there are the most of 
them and they are in a single text format, for this purpose Twitter is a good mes-
senger, work [2] discusses in detail the special linguistic analysis and statistics of 
Twitter. This study aimed to identify criminal elements in the United States by 
modeling topics of discussion and then incorporating them into a crime prediction 
model. Thus, the study was conducted on the impact of social media posts on fu-
ture crimes. 

In [3], methods for predicting user ratings of individual items using probabil-
istic algorithms were considered. In fact, the article perfectly illustrates the exis-
tence of computational patterns in terms of what exactly network users like under 
certain circumstances. In other words, this study emphasizes the impact of prob-
abilistic algorithms in the field of recommender systems, and provides an over-
view of key methods that have been successfully applied. The considered algo-
rithms for object classification allow solving the problem of predicting user 
evaluation of content and its categorization, as well as improving existing meth-
odologies for building information systems. 

Article [4] is quite relevant today due to the difficult epidemiological situa-
tion in the world. It analyzed microblogs on Twitter and proposed several meth-
ods for identifying messages. It was determined that over ten weeks of more than 
five hundred thousand reports, their best model achieved a correlation of 0.78 
with CDC statistics. 

It is also necessary to highlight Internet blogs, where many people express 
their own opinions and visions of certain problems, etc. Therefore, in [5], a study 
was conducted to identify hate groups. The proposed approach is semi-automatic 
and consists of four modules, namely: blog spider, information retrieval, network 
analysis, and visualization. The study was conducted on the Xanga blog site. The 
results of the analysis were to identify some interesting demographic and topo-
logical characteristics in hate groups and to identify at least two large communi-
ties in addition to smaller ones. The proposed approach is also appropriate for 
studying hate groups and other related communities on blogs. 
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For business, the process of analyzing large amounts of data and understand-
ing the needs of most people is very important, as it directly affects the com-
pany’s revenue. Article [6] provides a constructive consideration of the problem 
of business accumulation of large amounts of data and the problems of their intel-
lectual processing. The author provides a clear definition and explanation of the 
terms “data mining” and “data intelligence”. As a result, an objective conclusion 
was made about the expediency of using data mining to increase the competitive-
ness of enterprises. 

It should be noted that all of the above works describe the methods used in 
our study, but do not provide the results of forecasting currency rates, including 
cryptocurrencies. Accordingly, the factors that influence them were not studied. 

In [7], the authors study the main macroeconomic indicators of influence on 
the US dollar exchange rate in Ukraine: purchase/sale of cash currency, 
purchase/sale of non-cash currency, balance of purchase/sale of cash and non-
cash currency, current year inflation, nominal and real GDP, purchase/sale by 
bank customers, transactions between banks, gross and net international reserves, 
unemployment rate, discount (interest) rate, balance of foreign exchange 
interventions, and volume of transactions of nominal value. The main economic 
components of exchange rate formation were identified using the principal 
components method. Using the statistical models ARIMA, Exponential 
Smoothing and SSA, the values of the selected factors of influence are predicted. 
The values of exchange rates are forecasted using regression models built by Fast 
Tree, Fast Forest, Fast Tree Tweedie and Gam algorithms, and the obtained 
values are tested for accuracy. This article did not forecast cryptocurrency rates 
specifically and did not study the impact of such a factor as publications in social 
media. 

Article [8] analyzes the methods, areas of application, and approaches to an-
alyzing publications and forecasting events based on the collected data, and also 
gives the concept of the impact of publications on changes in the cryptocurrency 
rate. The relevance of the topic is substantiated and the possibilities of appropriate 
application of the results of the work are described. The main stages of working 
with event forecasting data are identified, namely: data pre-processing, further 
analysis and forecasting. This article did not investigate the level of influence of 
celebrity publications on social media on the cryptocurrency rate. In addition, we 
considered forecasts based on the posts of only one expert. 

Within the framework of the studies cited in [7, 8], information systems 
were created to implement the above tasks of data mining. 

Studies have shown that celebrity posts do have a significant impact on cryp-
tocurrency rates. This can be easily verified using classical statistical analysis 
tools, in particular, by analyzing the correlations between real and predicted cryp-
tocurrency rates. However, it should be noted that each famous personality – 
hereinafter referred to as an expert – has a different level of awareness in the fi-
nancial sector, and is also involved in the process of forming cryptocurrency rates 
in different ways (i.e. some experts are directly related to a particular cryptocur-
rency, and some are not), so the level of their influence on the forecasted rate will 
be different. Therefore, it is advisable to study the level of influence of different 
experts on the forecasted cryptocurrency rates in order to further rank them. This 
study will improve the accuracy of cryptocurrency rate forecasts. 

The following are recommended as ranking parameters: 
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1) the number of posts of a particular famous person in social networks for 
the period under consideration; 

2) the accuracy of the forecasts obtained for each expert in relation to the ac-
tual cryptocurrency rate; 

3) deviations from the respective forecasts obtained without taking into ac-
count social media posts. 

In this article, the number of posts for each of the pre-selected well-known 
persons in social networks for the period under consideration is taken as such a 
parameter. 

PURPOSE AND OBJECTIVES OF THE STUDY 

The purpose of the study is to develop an algorithm for predicting the cryptocur-
rency rate based on the posts of a group of famous people in social networks. 

 This will make it possible to increase the reliability of cryptocurrency rate 
forecasting. 

 To achieve this goal, the following tasks were set: 
 create a list of experts and calculate the frequency of posts by each of 

them in a particular social network; 
 to identify the expert whose posts will have the greatest impact on the rate 

of the selected cryptocurrency in a selected period of time; 
 to obtain a forecast of the cryptocurrency rate taking into account the 

posts of the “main” expert; 
 control the accuracy of the forecast. 
Figure shows the process of calculating the rate forecast for the selected 

cryptocurrency: 

MATERIALS AND METHODS OF THE STUDY 

The object of the study is the forecast of cryptocurrency rates.  
The information required to analyze the level of influence of social media 

posts on cryptocurrency rates is a list of experts whose level of influence will be 
studied, the time interval of the study, the number of posts made by each of the 
experts in question during the specified period of time, as well as the actual cryp-
tocurrency rates for the relevant period. 

The process of calculating the cryptocurrency rate forecast
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The use of mathematical tools based on the full probability and Bayesian 
formulas allows us to use this information to determine the expert who is more 
likely to make posts during the period under consideration. We will call this ex-
pert the “main” expert. 

So, the following information is required as input: a list of experts, the num-
ber of posts by each expert, and the real rates of the selected cryptocurrency for 
the period under consideration. 

Experts were selected as well-
known personalities who are either 
knowledgeable in the field of finance in 
general and cryptocurrencies in particu-
lar, or whose activities are somehow 
related to a particular cryptocurrency, or 
not.  

A fragment of the dataset is shown 
in Table 1. Table 1 shows the real rates 
of the selected cryptocurrencies, which 
were taken from the website of the Bi-
nance crypto exchange [9].  

Table 2 shows the number of posts 
by the selected experts in 10 hours on 
the social network. 

The data generated in this way is 
the input for this study. As part of the 
study, it is necessary to: 

 create a list of experts and count 
the number of their posts on social media; 

 determine the “main” expert us-
ing the Bayesian formula; 

 to obtain a forecast of the cryptocurrency rate, taking into account the 
posts of the “main” expert, based on the approach described in [8]. 

 to calculate the accuracy of MAPE forecasts. 
The use of these methods guarantees reliable results when predicting crypto-

currency rates and studying the level of influence on them by posts of famous 
people in social networks. 

To conduct statistical analysis and obtain results based on these methods, the 
corresponding software was developed. 

ALGORITHM FOR TAKING INTO ACCOUNT THE LEVEL OF INFLUENCE 

OF POSTS BY SEVERAL FAMOUS PEOPLE IN SOCIAL NETWORKS ON THE 

CRYPTOCURRENCY RATE 

Forming a list of experts and counting the frequency of posts by each of them 
in a particular social network 

Task statement. From the set of users of a social network, we select a subset 

1 2( , , , )nA a a a   of users who satisfy the following requirements: 

1) the users are famous persons; 

T a b l e  1 . Fragment of the input data 

Hours  Real courses 
1 467 
2 475 
3 516 
4 533 
5 508 
6 510 
7 525 
8 512 
9 514 

10 514 

T a b l e  2 . Fragment of input data 
(continued) 

Expert 
Number 
of posts 

Number  
of posts related 

to cryptocurrency 
Expert 1 9 6 
Expert 2 7 5 
Expert 3 4 2 
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2) they are active users of the social networks and have a large number of 
subscribers; 

3) they`ll have different primary professional interests; 
4) all pairs of users ia  and ra , , 1,2, ,i r n  , do not maintain communica-

tion in the network (they are not friends, do not respond to each other’s posts). 
We call such users experts. 
Suppose that over a certain period of time, experts have made m posts in a 

social network, and k of them are related to a certain cryptocurrency. We consider 
the context of the posts to be arbitrary. For the specified period of time, expert 1a  

published m1 posts, of which 1k  posts are related to a certain cryptocurrency, ex-

pert 2a  published m2 posts, of which 2k  posts are related to a certain cryptocur-

rency, … , expert na  published mn posts, of which nk  posts are related to a cer-
tain cryptocurrency: 

 mmmm n  21 ; 

 1 2 nk k k k    , 

where nmmm ,,, 21   are the frequencies of expert posts; 1 2, , , nk k k  are the fre-
quencies of expert posts related to a particular cryptocurrency, where i is the 
number of the expert, 1,2, ,i n  . 

It is necessary to calculate the frequencies of posts of all selected experts for 
an arbitrary time interval [10]. 

Rationale. This choice of experts is due to the need to form the set of such 
experts who will be independent of each other both in the space of the chosen so-
cial network and in the professional space.  

Results. From the data presented in Table 2, it can be seen that the consid-
ered set of 3 experts A = (expert 1, expert 2, expert 3). According to the social 
networks data, it is known that 20m  posts were published over a period of 10 
hours, with 13k   posts related to the selected cryptocurrency: ,91 m  

4,7 32  mm , and 1 2 36, 5, 2k k k   . 

Determining the expert whose posts will have the greatest impact on the rate 
of the selected cryptocurrency in a selected period of time  

Task statement. Based on the list of experts 1 2( , , , )nA a a a   obtained in sec-

tion 1 and taking into account the frequencies of their posts in the selected social 
network for a specified small period of time — 1 2, , , nm m m , and 1 2, , , nk k k , it 

is necessary to determine the “main” expert.  
The formulated problem can be easily interpreted as a classical probabilistic 

problem: m posts were written in a certain period of time. It is known that n ex-
perts published posts during this period, where 1 2, , , nm m m  are the frequencies 

of expert posts, nkkk ,,, 21   are the frequencies of expert posts related to the 

chosen cryptocurrency, where i is the number of the expert, 1,2, ,i n  . Action 

A is that in an arbitrary period of time someone wrote the post related to the se-
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lected cryptocurrency. It is necessary to determine which expert is more likely to 
have made this post [11]. 

Rationale: 
A (the post related to the selected cryptocurrency was written at any time t 

from the interval [0;T]), 
1H (the post was written by expert 1), 

2H (the post was written by expert 2), 

... 

nH  (the post was written by expert n). 

We assume that actions iH  are pairwise independent, where i is the number 

of the expert, 1,2, ,i n  . These assumptions can be made based on a list of re-
quirements that experts must meet (see section 1). 

According to the full probability formula: 

 )/()((A)
1

ii

n

i

HAPHPP 


 , (1) 

where 

 ,)(
m

m
HP i

i    (2) 

where mi is the number of publications made by the expert i, and ik  is the number 

of publications made by the expert i related to the selected cryptocurrency, m is 
the total number of publications for the period [0; ]T , )( iHP  is the probability 

that the post was published by expert i, )/( iHAP  is the probability that at any 

point in time t the post related to the selected cryptocurrency was written, pro-
vided that the post was written by expert i , 1,2, ,i n  . 

Then, using the Bayesian formula, we calculate the probability for each ex-
pert that he or she made the post, if it is known that the post was made during the 
period under consideration: 

 
)(

)/()(
)/(

AP

HAPHP
AHP ii

i  ,  (3) 

where )( iHP  is the probability that the post was published by expert i, )/( iHAP  

is the probability that at any point in time t the post related to the selected crypto-
currency was written, provided that the post was written by expert i, )/( AHP i  is 

the probability that the post was written by expert i, provided that it is known that 
at any point in time t the post related to the selected cryptocurrency was written. 

Among the obtained a posteriori probabilities, the highest one is chosen. 
This means that this expert is most likely to have published a post in the time pe-
riod under consideration and thus will have a greater impact on the rate of the se-
lected cryptocurrency. It is this expert that will be considered the “main” expert 
for the forecasted time period [ ; ]T T t  . This is due to the fact that the influence 

of the posts made during the time period [0; ]T  also extends to a certain time pe-

riod [ ; ]T T t  . 
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It should also be noted that the obtained a posteriori probabilities can be fur-
ther used to find average estimates of the effectiveness of predictive adaptive al-
gorithms for changing the cryptocurrency rate under the influence of the sequen-
tial appearance of individual or group posts of experts over time. The creation of 
such algorithms and, as a result, the corresponding intelligent technologies is the 
subject of further research by the authors. 

Result. As mentioned in section 1, according to the data presented in Table 2, 
we consider the set of 3 experts A (expert 1, expert 2, expert 3). According to 
the social networks data, it is known that 20 posts were published during a pe-
riod of 10 hours, 13 posts related to the selected cryptocurrency, with 

1 2 39, 7, 4m m m    and 1 2 36, 5, 2k k k   . 

According to formula (2): 

20

4
)( ,

20

7
)( ,

20

9
)( 321  HPHPHP , 

,
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)/( 1 HAP  .
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According to formula (1) 
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According to formula (3): 

,
13

6
)/( 1 AHP  ,

13

2
)/(,

13

5
)/( 32  AHPAHP  

so, with probability of 
13

6
 the post was most likely made by expert 1. Therefore, 

he was considered the “main” expert for this period of time. The next expert is 

expert 2 according to the probability of 
13

5
, and the last one is expert 3 according 

to the probability of 
13

2
. 

Obtaining a forecast of the cryptocurrency rate taking into account the posts 
of the “main” expert 

Task statement. Let the set of rates of the selected cryptocurrency for the time 
period [0; ]T  be known as the set }{ txX  , [0; ]t T . You need to get the set of 
forecasts of the cryptocurrency rates taking into account the “main” expert chosen 
in section 1 for the period [ ; ]T T t   as the set { }tY y , [ ; ]t T T t   . 

Rationale. To obtain forecasts, we will use the ATAPSN (algorithm for tak-
ing into account posts in social networks), taking into account the posts of the 
“main” expert [8]. 

The idea of the algorithm is to calculate the coefficient of significance of the 
posts of the “main” expert tc , at time t from the interval [ ; ]T T t  , which is cal-

culated by the formula: 
 ,δt tt chc   (4) 

where tch  is the tone of the “main” expert’s post: 
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










,s negativethe post iif ,1

,s neutralthe post iif, 0

,s positivethe post iif , 1

tch  (5) 

δt  is the accuracy of the previous forecast, 

 δt t ty x  , (6) 

where ty  is the predicted value of the cryptocurrency exchange rate obtained 

without taking into account posts on social networks, tx  is the actual value of the 

cryptocurrency exchange rate, where t  is the point in time. 

After determining the coefficient tc  from (4)–(6), a forecast of cryptocur-

rency exchange rate changes will be created based on the available data for the 
period of time. 
 1 1t t ty y c    .  

Result. For the “main” expert identified in section 2, expert 1, a 10-hour 
forecast of the selected cryptocurrency rate was obtained (see Table 3). 

T a b l e  3 . Forecast of the selected cryptocurrency 
rate for the expert 1 

Hours  Forecast rates 

1 466.19 
2 473.44 
3 513.78 
4 534.78 
5 508.31 
6 508.6 
7 525.67 
8 510.85 
9 512.55 

10 515.43 
 

Control of the accuracy of the obtained forecast 

Task statement. For each of the experts selected in section 1, based on the 
ATAPSN algorithm (see section 3), we made a forecast of the rate of the selected 
cryptocurrency and indicated the actual rate for the period of time under consid-
eration. The resulting forecasts, along with the actual cryptocurrency rates, are 
provided in the input dataset (see Table 1). 

Based on the input dataset, the following statistical samples jYX ,  ( 1,3)j   

of size s each (where s is the number of forecasts made at the selected time point) 
should be formed: 

X  — the set of real cryptocurrency rates; 

1Y  — the set of predicted cryptocurrency rates obtained using the ATAPSN, 
taking into account expert 1 posts; 
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2Y  — the set of predicted cryptocurrency rates obtained using the ATAPSN, 
taking into account expert 2 posts; 

3Y  — the set of predicted cryptocurrency rates obtained using the ATAPSN, 
taking into account expert 3 posts. 

For each expert, it is necessary to calculate the accuracy of the MAPE forecast. 
Rationale. The average relative sampling error is calculated by the formula: 

 100
x

yx

s

1
МАРЕ

1 l

jlls

l
j


 


. 

where xl are sample items X , jly  are sample items jY , (1,3)j  , (1, )l s  is the 

volume of samples X  and jY  [12]. 

Using this measure of forecast accuracy will allow us to control the quality 
of the dataset and rank experts in terms of the accuracy of forecasts obtained from 
their posts (see Table 4).  

T a b l e  4 . Level of model adequacy 

МАРЕ, % Forecast accuracy 
less than 10 High 

10–20 Good 
20–40 Satisfactory 
40–50 Poor 

more than 50 Unsatisfactory 
 

Totally, these values are dependent on the purpose of the forecast. It is up to 
the researcher to set the limits of the accuracy indicator that satisfy him or her. 

In case of low accuracy of the forecast, it is recommended to make changes 
to the significance factor to make the analysis of further changes more accurate 
(see section 3). 

Result. For samples 31 YY  , we obtain the following values for the coeffi-
cients MAPEj (see Table 5). 

T a b l e  5 .  Values of thecoefficiennts MAPE 

X  1Y  2Y  3Y  

467 466.19 497.8707174 502.2597 
475 473.44 502.1439974 463.9021 
516 513.78 506.4172773 490.0742 
533 534.78 510.6905573 515.4008 
508 508.31 514.9638372 523.135 
510 508.6 519.2371172 528.5218 
525 525.67 523.5103971 518.3018 
512 510.85 527.7836771 515.8382 
514 512.55 532.056957 529.6971 
514 515.43 536.330237 521.8438 

MAPEj  0.23406855 3.27736587 3.1429464 
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Table 5 shows that sample 1Y  has the lowest MAPE (0.23%), the next sam-

ple 3Y  (3.14%), and the biggest error is in sample 2Y  (3.28%). It should be noted 

that the accuracy of all forecasts is high, according to Table 4, which indicates the 
quality of the built forecasting model. 

According to the results obtained, it can be stated that in terms of forecast 
accuracy, expert 1 has the most significant posts, next expert 3, and finally expert 2. 
The results are fully consistent with the fact that expert 1 was chosen as the 
“main” expert, whose forecasts are the most significant.  

CONCLUSIONS 

In this article, we presented a modification of the ATAPSN algorithm [8], which 

allows taking into account the posts of a group of pre-selected experts and form a 

list of requirements for them.  

This approach allows to increase the accuracy of forecasts of the selected 
cryptocurrency rates, which has been confirmed statistically. 

This approach calculates the a posteriori probabilities that a post related to 
the selected cryptocurrency was written by a particular expert during the forecast-
ing interval. They were used to determine the “main” expert. 

The obtained a posteriori probabilities can be further used to find average es-
timates of the efficiency of predictive adaptive algorithms for changing cryptocur-
rency rates under the influence of the sequential appearance of individual or 
group posts by experts. The creation of such algorithms and, as a result, the corre-
sponding intelligent technologies is the subject of further research by the authors. 

It should be noted that there may be different “main” experts at different 
time intervals. 

To use this approach, it is recommended to consider small time intervals, 
each of which allows you to more accurately determine your “main” expert. This 
increases the accuracy of forecasts of the selected cryptocurrency rates over the 
entire time interval. 

Using the post frequencies in social networks as a parameter for determining 
the influence of experts allows us to apply the classical apparatus of probability 
theory, which guarantees the correctness of the results obtained. 

The disadvantages include the fact that the accuracy of the forecast may 
be negatively affected by an unsuccessfully selected time interval for which 
the forecast was made, since it is not known in advance how long an expert’s 
post will be affecting the cryptocurrency rate. This indicates the need for the 
constant monitoring of both cryptocurrency rates and expert posts on social 
networks. 

The proposed algorithm is an intermediate step towards the creation of a 
multi-expert model for forecasting cryptocurrency rates. 
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АЛГОРИТМ ПРОГНОЗУВАННЯ КУРСУ КРИПТОВАЛЮТИ 
З  УРАХУВАННЯМ ВПЛИВУ ДОПИСІВ ГРУПИ ВІДОМИХ ЛЮДЕЙ 
В СОЦІАЛЬНИХ МЕРЕЖАХ / П.І. Бідюк, О.В. Гавриленко, М.Ю. Мягкий 

Анотація. Наведено алгоритм прогнозування курсу обраної криптовалюти, з 
урахуванням дописів групи відомих особистостей в конкретній соціальній ме-
режі. Експертами з-поміж них обирали ті, чиї дописи в соціальних мережах 
досліджувалися, та які обізнані з галуззю фінансів, зокрема з ринком крипто-
валют, або так чи інакше з певною криптовалютою. Як датасет використано 
реальні курси криптовалюти за обраний період часу та статистику дописів 
експертів в обраній соціальній мережі. У межах дослідження застосовано такі 
методи, як формула повної ймовірності та формула Баєсса. З’ясовано, що до-
писи відомих людей в соціальних мережах по-різному впливають на курси 
криптовалют. Визначено «основного» експерта з урахуванням дописів якого 
отримано прогноз курсу обраної криптовалюти. 

Ключові слова:  курс криптовалюти, алгоритми прогнозування, пости в соціаль-
них мережах, група експертів, «головний» експерт, інформаційна технологія 
інтелектуального аналізу. 
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INFORMATION TECHNOLOGY FOR CREATING 

INTELLIGENT COMPUTER PROGRAMS FOR TRAINING  

IN ALGORITHMIC TASKS.  

PART 2: RESEARCH AND IMPLEMENTATION 

 
A.S. KULIK, A.G. CHUKHRAY, O.V. HAVRYLENKO 

Abstract. Information technologies, particularly artificial intelligence methods, in-
volve more and more deeply into all spheres of human activity: science, technology, 
art, and education. Ukraine also has sufficient potential and needs to develop educa-
tional support, which is the subject of this paper. The work aims to demonstrate the 
components of information technology for the creation of Intelligent Tutoring Sys-
tems (ITS), which are involved in studying various engineering disciplines. The 
work includes methods of system analysis, mathematical and simulation modeling, 
technical diagnostics, and artificial intelligence. The proposed models and methods 
are implemented in ITS prototypes for teaching mathematics, programming, and the 
automatic control theory. The Intelligent Tutoring Systems were implemented in the 
educational process of KhAI University and other institutions in Ukraine, Great 
Britain, Austria, and China. Experimental studies have shown increased student 
learning success rates using ITS compared to traditional methods. Improved and 
adapted for computer training methods of technical diagnostics, Bayesian networks, 
and developed models of algorithmic tasks, the learning process and the learner are 
valuable from a scientific point of view. In a practical sense, the obtained results can 
be used to create new specialized ITSs and build an expandable common learning 
platform integrating the basic disciplines of a specific educational field. 

Keywords: intelligent tutoring systems, experimental studies, results of implemen-
tation. 

INTRODUCTION 

The implementation of ITS is one of the highest priority directions of educational 
tools evolution. This fact is reasoned by numerous advantages of ITS usage over 
the classical approach: adoption for particular student, wide possibilities of virtual 
modeling of real objects and processes, decreasing of time and work efforts for 
completion and verification of tutoring courses, e-learning facilities, etc. 

ITSs are characterized by supporting of inner and outer tutoring loops, 
minimal feedback (prompting hints and advices), nonlinear learning path, dy-
namic and customizable knowledge base, and self-learning support [1]. ITS usu-
ally include three main structural elements: a domain model, a student model and 
a pedagogical model, but researchers also often incorporate an interface model as 
the fourth element. Getting into account structure and functionality complexity of 
ITS, we can conclude that development process requires huge efforts and deep 
knowledge in programming and the subject area.  One of the actual problems re-
gards to providing of adaptive hints in the context of certain subject area. A hint 
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must be generated according to the place and type of student’s mistake and as-
sumes possibility of alpha and beta errors. Moreover, it should provide numerous 
rules (constraints) for each type of a student’s mistake. Program implementation 
of such as laborious process usually requires a high degree of programming skills. 
In well-structured domains where solution of the tutoring task can be modeled as 
a tree, it is possible to skip manual rule generation (constraints) and automatically 
perform pedagogical decisions.  

The goal of the presented work was to develop ITSs for different domains on 
the basis of system approach [2; 3], models, methods and tools, which were 
described in part 1 of the paper [4] and to carry out their experimental studies. 

EXPERIMENTAL STUDIES 

Experimental studies of the proposed method [4] were performed using m-ary 
trees for the metrics of K. Tai, K. Zhang, D. Shasha – the minimum editing dis-
tance between m-ary trees. The performance of the developed NearestHash 
method was compared with the speed of the “naive” method and the method of 
Bustos, Navarro, Chavez (BNC).  

Fig. 1 shows a comparison of the performance of the NearestHash method 
with the performance of the BNC method (basic and modified) by input condi-
tions [4]. In the experiment for 10 and 100 trees, the first 10 trees from the origi-
nal list of trees were searched, and in the experiment with 1000 – the first 50. As 
can be concluded from the figures, at the first search the developed method sur-
passes the known and modified known for the first experiment from 10 trees 1.71 
and 1.67 times; for the second experiment out of 100 trees – 1.66 and 1.69 times 
and for the third experiment out of 1000 trees – 3.8 and 2.3 times. 

Consider the formation of the set 2SSim  [4] based on bigrams, i.e. 2  q . 

Let it is given the strings · ]1 (s0) [ 0 · · [3] 0 · [2] 0 · [1] 0  0  lengthsssss  

(s0)] [ 0 · lengths , and · ]1 )( [  · · [3]  · [2]  ·  [1]    snjlengthsnjsnjsnjsnjsnj  

]1 )( [  · snjlengthsnj , where ‘·’ is a concatenation symbol.  

The third subtask, which is the set 3SSim  [4] formation, is solved using a 
method developed in collaboration with A.Yu. Zavgorodny [5]. The ITS data 
model and SQL-queries constructed within the method allow to choose adaptively 
the next task for the student [6]. 

In the training mode the calculation task process model includes the peda-
gogical action choice, which is based on the information obtained from the stu-
dent’s model and the current step taken by the student in performing the task j . 
The various conditions that precede the choice of pedagogical action are: 

1. When performing the task j , the student made the wrong step i . In this 
case, there are two options: 

a) showing a tip for the student on the basis of activated DM; 
b) transition to a simpler task, which contains needed KSC. 
2. The task is performed correctly by the student. Then there are two possi-

ble scenarios: 
a) transition to the next task of the same class; 
b) transition to the task of another class. 
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All these transitions to the next task can be done in two ways: 
a) a task is selected by the program; 
b) a task is selected by the student. 
In the case of student’s incorrect step i  while performing the task j  hint on 

the basis of activated diagnostic models is shown. Then, in the model of the stu-
dent after BN for the step i  is inserted as many BN temporary layers, as incorrect 
steps have been made. In this case, if we represent the first layer on the left, such 
as the graph ) ,(  EG , then all duplicate layers will be isomorphic to the origi-
nal graph, and priori values of the probabilities of mastering KSC will be a poste-
riori values of probabilities for the previous layer. 

a

b

c

Fig. 1. Comparison of the three methods performance for set, consisting of a — 10, b —
100, c — 1000 randomly generated trees 
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An automatic transition from the current task with the several KSCs should 
be made to a simpler task that contains one of the KSCs deal with the appropriate 
SQL query. You can also jump to any task that contains fewer KSCs than the current 
task using a single SQL query. And the transition to tasks that contain lower number 
of KSC, than in the current task, can be done as a result of another SQL-query. 

If a student performs the task correctly transition to the next task of the same 
class can be done using the method of generation and calculation of objects. As 
working with a class of tasks KSC are the same, then priori values of the master-
ing them probabilities will be a posteriori probabilities for the last completed task 
of this class. Thus, the values of the probabilities of mastering the relevant KSC 
will increase and reach a certain threshold of “mastery”. 

If a student solves the task correctly the new task of another class should be 
chosen from two variants: 

a) a task with at least one KSC, which is new for the student; 
b) a task with KSCs, which already occupied by the student, but is combined 

in another way. 
The above transitions could be performed using SQL queries. 
An alternative learning scenario is a scenario using task clustering. Tasks are 

grouped into clusters so that each cluster has similar tasks, and clusters are sorted 
by complexity – by the average number of KSCs in cluster tasks or by the average 
complexity of tasks, where the complexity of the task is defined as the total com-
plexity of the KSC. In this case, the student begins training with the easiest cluster 
and does not leave it until all tasks in this cluster are completed. A tuple 

) ,, ,( 21 nxxx   is used as a representation of the task for clustering, where n  is 

the total number of KSCs in the problem domain, }1,0{ ix  — a component of 

the tuple that indicates the presence or absence of the KSC with number i  in the 
task. Hemming’s metric are usually used as a metric for comparing different 
tuples. One of the known methods, for example k-means, is used for clustering of 
tasks. In addition, each task can be matched with a hierarchy of KSC, and each 
hierarchy – with its string representation. Then NearestHash is used to cluster 
tasks with a special data structure – a system of disjoint sets and metrics K. Tai, 
K. Zhang, D. Shasha – the minimum editing distance between trees [7; 8]. 

Since solution of the considered ATs requires to perform calculations using 
formulas and algorithms that cover not one specific task, but a whole class of 
tasks, it is necessary to separately organize training in  the knowledge of these 
formulas and algorithms. In such way the student ability to perform any task from 
a given class could be improved. Let’s draw the following analogy. Currently, 
neural networks are considered to be one of the most effective models of artificial 
intelligence. An artificial neural network is learned from examples, but there is no 
guarantee that it will work properly with any source data outside the training 
sample. Similarly, when teaching a person only by examples, there is no guaran-
tee that he has mastered a general rule, algorithm or formula that covers all possi-
ble cases. 

The program compiled by the student might be exactly the same as the refer-
ence program, for example in the case of small tasks. Then, if the texts of these 
two programs match, then correctness of the solution could be stated. If the texts 
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do not match, then program testing is required. If the student’s program does not 
match any of the reference programs, then after its testing there are two possible 
cases: a) the program is incorrect, b) the program is similar to the correct one. If 
the student’s program has passed all the tests and the same or exceeds the existing 
reference programs in productivity, the ITS can make this program as a new op-
timal. As criteria of optimality the memory capacity and conciseness should be 
used as well. Thus, the automatic self-learning of ITS has been realized. 

If the student’s program does not pass at least one test, the next diagnostic 
task is solved – finding a place of discrepancy at the lexical level. For this pur-
pose it is used modified Levenstein metric — the minimum editing distance be-
tween arrays of lexems of two programs — and modified Wagner–Fisher method 
to determine this distance as well as the trace of the matrix [8], i.e. the minimum 
conversion sequence from one program to another. 

For the experiment computer Intel Core I5-3210, 2.5 GHz, RAM – 4 GB has 
been used. The comparison program was written in Java and run in the Eclipse 
SDK, Version: 3.5.1. As a result of comparison of two programs consisting of 28 
bytes, it took 386295 ns. For comparison, when calculating unmodified Leven-
stein distances by the Wagner–Fisher method for files with a size of 28 bytes, the 
average calculation time is 443109 ns, for files with a size of 2895 bytes — 
135536867 ns   0.1 s, for files of size 7251 bytes — 1250641880 ns   1.25 s, 
and for files of size 10701 bytes there was an error due to memory overflow. 

To solve the problem of diagnosing at the structural level, two abstract syn-
tax trees (AST) are obtained as a result of parsing the reference program and the 
program compiled by the student. The first way to compare AST is to use the 
width search method. The second way to compare the AST is to calculate the dis-
tance between the trees by the method of K. Zhang, D. Shasha and the editing 
trace, i.e. the minimum conversion sequence at the structural level. Thus nodes of 
trees are operands and operators. 

If the program compiled by the student does not pass at least one test and the 
ITS stores more than one reference program for this task, the NearestHash method 
is used to find the reference program closest (at the lexical or syntactic level) to 
the student’s program. 

ALGORITHMS AND SOFTWARE IMPLEMENTATION 

The method and models for diagnosing algorithms built by the student in a 
graphical environment was developed. Game models are given by two models: a 
model like “biathlon” and a model like “sailing regatta”. 

As for the first model, each student performs the calculated AT for a certain 
period of time finish startt t . Since the task consists of nsteps, in the terms of 

biathlon a step i  could be considered as a shooting range i . In addition, for each 
wrong step a student should get penalty as additional t  to the total time. Thus, a 
tutor is able:  

1) to arrange competitions in the classroom with academic group;  
2) to monitor students time at each shooting range;  
3) to determine winners at the end of each championship;  
4) to determine the absolute record holders after championships series. 
The following simplifications were chosen for the second model:  
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1) the yacht moves along a straight line without course change;  
2) no currents;  
3) the wind speed is stable;  
4) the density of environment is constant.  
The student’s task is to synthesize the transfer function of the corrective de-

vice, which provides the best quality indicators when turning the sail and, as a 
consequence, when moving the yacht. To determine the effectiveness of the ob-
tained student solution, a step-by-step calculation of the values of velocity over 
time, as well as the distance traveled. The regatta is visualized: students can com-
pete with each other and with computer models. 

The generalized scenario of the “internal cycle” of the ITS for the calculated 
AT is shown in Fig. 2. The scheme of the student’s requests analysis method is 
shown in Fig. 3. 

The methods of determining the similarity of SQL-queries are: 1q  — the 

classical method of q-grams; 2q  – the method of q-grams with the previous re-

placement of keywords in SQL;  3q  – the method of q-grams derived from syn-

tactic trees. The total similarity of the two SQL queries 1qry  and 2qry  is defined 

as 



3

1
2,12,1

i

qi
qryqry

total
qryqry SIMSIM [9].  

Fig. 2. Generalized diagram of the “internal cycle” of the ITS for the calculated AT 
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Fig. 2. Generalized diagram of the “internal cycle” of the ITS for the calculated AT 
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Fig. 4 shows the sequence of providing tips for a student. An indication of 
the error in the query is provided first. If the student is not able to correct the error 
on his own, then a more detailed indication of the error is provided, namely its 
location based on a comparison of trees. Next, there is a hint about the KSC that 
must be used while SQL query construction. Finally, a similar task is demon-
strated with explanation of the necessary steps for its implementation. 

The corresponding software was created for the different disciplines of aircraft 
control systems department, particularly for automatic control theory (ACT). Fig. 5 

Error 
presence 

Error 
place 

KSC deal 
with error 

Similar task 
solving demo 

Fig. 4. The sequence of providing tips to the student 

[High similarity]

[Low similarity]
[Different trees]

[The same tree]

[The same answer]

[Different answers]

SQL similarity checking

Trees comparison

SQL running on a real DB

Correct solution

New reference query  register

Incorrect solution

Hints showing

Next task

Fig. 3.  Diagram of the student’s SQL-queries analysis method 

Fig. 5. ITS for the LGD method and ITS “Sailing Regatta” 
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shows the screen forms of ITS for the method of Lobachevsky-Greffe-Dandelen 
(LGD) and ITS “Sailing Regatta”. 

The experiments showed that the minimum reduction in the time of manual 
completion of tasks by students due to training with ITS support for the LGD 
method was 23.3%, and the maximum – 50%. In this case, all students obtained 
proper solutions not only in the learning process with the help of ITS, but also 
manually during a post-test. 

Figs. 6, 7 shows the screen forms of ITS for the construction of frequency 
characteristics of the of automatic control object and ITS for the construction of 
transient characteristics of the automatic control system. 

Fig. 6. ITS for object frequency characteristics construction 

Fig. 7. ITS for the transient characteristics construction 
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As a result of experimental researches it is established that due to ITS for 
construction of frequency characteristics of OAU reduction of time of perform-
ance of a task by students made from 25 to 95.4%. As the conducted experiments 
showed, thanks to ITS for construction of transitional characteristics of ACS the 
minimum reduction of time at manual performance of a task by students made 
15%, and the maximum – more than 36.6%. 

Fig. 8 shows the screen forms of virtual laboratory work (VLW) “Experi-
mental determination of the parameters of the transfer functions of the objects of 
automatic stabilization”.  

Fig. 7. ITS for the transient characteristics construction 

Fig. 8. Screen forms examples of VLW from automatic control theory 
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The minimum reduction in the time students performed this laboratory work 
due to ITS was 33.3%, and the maximum was 43.3%. 

Fig. 9 shows screen forms of software for testing knowledge and skills in 
mathematics, created by order of Kharkiv Regional Centre of Education Quality 
Estimation, as well as Plymouth Inoovation Centre in Mathematics Teaching 
(Great Britain). 

The minimum time reduction for the development of the site for Centre of 
Education Quality Estimation was 553 hours, and the minimum savings – 8188 
pounds, which is confirmed by the relevant act. 

Fig. 10 shows the screen forms of ITS for algorithms [10] and ITS for SQL 
[11]. In the case of  ITS for algorithms, each student out of twenty in the aca-
demic group should perform two tasks during the experiments. As a result of the 
experiment: 

– in the first task: 10 from 20 persons  obtained at once a conditional solu-
tion and 10 obtained at once a full solution. From those who obtained a condi-
tional solution, 8 persons managed to obtain a complete solution due to ITS sup-
port later; 

Fig. 9. Software for testing knowledge and skills in mathematics 
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– in the second task: 7 from 18 persons  obtained at once a conditional solu-
tion and 6 – a full solution. From those who obtained a conditional solution, 3 
persons obtained a full solution with ITS support later. 

Regarding the ITS for the SQL language, the experimental study of this ITS 
was conducted on 49 KhAI students. At the first stage, students performed 5 tasks 
of entrance testing, for which they were given a grades. Then students were solv-
ing 10 tasks in the studying mode and after that they passed a final test, which 
consists of the same tasks as the entrance one. As a result, for each student the 
score for the final test exceeds the score for the entrance test. The combined his-
togram for entrance and final assessments is shown in Fig. 11. 

Fig. 10. ITS screen forms: a — for algorithms; b — for SQL 

a 

b

Fig. 11. Histogram for entrance and final students testing in ITS for SQL 
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Experimental studies of the software for the ITS automated creation and run 
universal environment were also carried out [12]. The screen form of the envi-
ronment and the histogram with results of students training by means of the created 
ITS for the discipline "Basics of systems modeling" are shown in Figs. 12, 13. 

The experiment participants were 52 students, who were asked to take an en-
trance test, training and final test from the discipline in the ITS environment. As a 
result, each student had increased his grades. 

CONCLUSIONS 

The second part of the paper presents practical results for the development and 
implementation of specific ITSs. There were developed different ITS for specific 
domains. The experimental studies allow stating following:   

1. Every student who studies by means of ITS has occupied necessary 
knowledge, skills and competencies while performing tasks, despite possible mis-
takes made during solving, ignorance or incompetence of a student. 

Fig. 12. Universal environment for the ITSs automated creation and translation 

Fig. 13. Histogram of the students’ learning results with ITS 
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2. Task solving time has been reduced at least twice on average. 
3. Students got skills not only in certain tasks solving, but also in operating 

with whole task classes. 
4. The tutor routine load has been significantly reduced. 
5. Motivation of students to master new competencies has been increased. 
The scientific and practical results of the work were shown in one doctoral 

and three candidate dissertations. There are over 100 scientific publications, in-
dexed in the Scopus, reported and approved at scientific conferences in Ukraine, 
USA, Germany, Austria, Spain, Poland. 

The developed ITSs have been implemented in a number of organizations, 
educational institutions and enterprises in Ukraine, Austria, Great Britain and China. 
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ІНФОРМАЦІЙНА ТЕХНОЛОГІЯ СТВОРЕННЯ ІНТЕЛЕКТУАЛЬНИХ 
КОМП’ЮТЕРНИХ ПРОГРАМ ДЛЯ НАВЧАННЯ АЛГОРИТМІЧНИМ 
ЗАВДАННЯМ. Частина 2: Дослідження та реалізація / А.С. Кулік, А.Г. Чухрай, 
О.В. Гавриленко 

Анотація. Інформаційні технології і, зокрема, методи штучного інтелекту де-
далі глибше проникають у всі сфери людської діяльності: науку, техніку, мис-
тецтво та освіту. Україна також має достатній потенціал і надзвичайно потре-
бує засобів підтримки навчання, розробці яких і присвячено цю статтю. Метою 
роботи є демонстрація компонентів інформаційної технології створення інте-
лектуальних системи навчання, які залучено до вивчення різних дисциплін 
технічного профілю. У роботі використано методи системного аналізу, мате-
матичного та імітаційного моделювання, технічного діагностування, штучного 
інтелекту. Запропоновані моделі та методи реалізовано в прототипах ITS для 
навчання математиці, програмуванню, теорії автоматичного управління. ITS 
було впроваджено в навчальному процесі університету ХАІ, інших установах 
України, Великобританії, Австрії, Китаю. Експериментальні дослідження по-
казали підвищення показників успішності навчання студентів за допомогою 
ITS у порівнянні з традиційними методами. З наукової точки зору мають цін-
ність покращені і адаптовані для комп’ютерного навчання методи технічної 
діагностики, Байєсових мереж та розроблені моделі алгоритмічних задач, про-
цесу навчання та особи, що навчається. У практичному сенсі отримані резуль-
тати можна використовувати для створення нових спеціалізованих ITS, а та-
кож для побудови єдиної розширюваної навчаючої платформи, яка об’єднує 
базові дисципліни певної галузі. 

Ключові слова: інтелектуальні системи навчання, експериментальні дослі-
дження, результати впровадження. 
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ASSESSMENT OF THE ECONOMICAL DIMENSION OF 

SUSTAINABLE DEVELOPMENT OF THE UKRAINE’S REGIONS 

BASED ON THE BRIGHTNESS OF NIGHT LIGHTS 

M. ZGUROVSKY, K. YEFREMOV, S. GAPON, I. PYSHNOGRAIEV 

Abstract. When assessing the level of development of territories, the problem of 
finding objective qualitative data that will characterize it arises. One of the possible 
sources of such data is the remote sensing of the Earth (RSE). The article is devoted 
to the analysis of the possibility of using the product of RSE – the map of night 
lights, for modeling the economical dimension of the sustainable development of the 
regions of Ukraine. Using the regression and correlation analysis and neural net-
works, appropriate models for assessing the level of economic development of the 
Kherson region, Donetsk region, and the AR of Crimea were obtained. The study 
was carried out by the team of the World Data Center for Geoinformatics and Sus-
tainable Development of the Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute. It was part of 
research on the analysis of the behavior of complex socio-economic systems and 
processes of sustainable development in the context of the quality and safety 
of people’s lives. 

Keywords: sustainable development, spatial data analysis, economical 
development, night lights, mathematical modeling. 

INTRODUCTION 

The effectiveness and quality of management decisions regarding the behavior of 
complex socio-economic and security systems depends on the completeness and 
adequacy of the assessment of the management situation. For the construction of 
such an estimate, an important factor is the quality of the data used during the 
study. 

In this study, a system is understood as a territory that is either an object of 
management or an environment for a certain management situation. During the 
assessment of the level of development of territories, the problem of finding ob-
jective qualitative data that will characterize it arises. One of the possible sources 
of such data is the application of remote sensing of the Earth (RSE). 

The study is devoted to the analysis of the possibility of using one of the 
products of the RSE — the map of night lights, for modeling the economical di-
mension of sustainable development of the regions of Ukraine and other adminis-
trative-territorial entities. 
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The possibilities of using the map of night lights were considered by various 
scientists. In particular, at the global level, Jiansheng Wu et al. [1] investigated 
the relationship between GDP and night lights using 15 years of observations. In 
[2], the authors reviewed the indicators determining Human Well-Being for 2006 
and showed the existing relationship with night lights. At the regional level, there 
were similar studies for the population of Japan [3] and Ukraine [4], the level of 
urbanization and GRP of the regions of China [5; 6], etc. 

In a previous study [7], the spatial correlation of indicators of sustainable 
development and the brightness of night lights according to the data of 2011 was 
considered. The preservation of zonal trends with the components of the quality 
and safety of people’s lives, the Index of the economical dimension, the Competi-
tiveness Index and the Sustainable Development Index of Ukraine’s regions was 
confirmed.  

This study, in contrast to the results of foreign scientists, investigates the 
possibility of an integral assessment of the level of economic development based 
on maps of night lights at the regional level in dynamics, and also presents models 
for determining the level of economic development of the regions of Ukraine for 
the first time. 

The study was carried out by the team of the World Data Center for Geoin-
formatics and Sustainable Development of the Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic 
Institute and was part of research on the analysis of the behavior of complex 
socio-economic systems [8] and sustainable development processes in the context 
of the quality and safety of people’s lives [9; 10; 11].  

METHODOLOGY FOR CALCULATING THE INDEX OF BRIGHTNESS OF 

NIGHT LIGHTS OF THE UKRAINE’S REGIONS 

The maps of night lights (Fig. 1) used in the study are the result of data processing 
by the Department of Geological and Atmospheric Sciences, Iowa State Univer-
sity [12] on artificial illumination of the Earth’s surface at night from the sources 
of the Earth Observation Group, Colorado School of Mines [13]. 

Fig. 1. Map of night lights (raster image (composite) of artificial night luminosity of the 
Earth’s surface) for 2013 
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The Night Light Brightness Index was calculated for the territory of Ukraine 
and each of its regions for the period 2004 — September 2022 (monthly available 
data is presented for 2022). For this, a vector mask of the borders of countries and 
regions and their urbanized territories was created on the night luminance maps. 
Geospatial calculation functions averaged indicators within each urbanized area 
of each region. The Night Light Brightness Index of an administrative-territorial 
formation is the sum of the values for the illumination of each cell of the map 
within the urbanized territories reduced to the area of the administrative-territorial 
formation: 

 ,, 1

i

j
ki

K
kj

i S

L
I

i   

where i — number of the administrative-territorial formation; j — year of calcula-

tion; i
jI  — the value of the Night Lights Brightness Index; iS  — the area of the 

administrative-territorial formation in km2; iK  — the number of cells, the bright-

ness of which is counted to the i-th administrative-territorial formation; j
kiL ,  — 

the brightness of the k-th cell of the i-th administrative-territorial entity for the j-th 
year, which is measured in the range from 0 to 63.  

Thus, the regions with the highest values of luminosity in their urbanized ter-
ritories received the highest values of the Night Lights Brightness Index, and vice 
versa, the regions with the lowest values of luminosity in their urbanized territo-
ries — the lowest. The method of zonal statistics was used to calculate the sum of 
the values of the raster cells within the vector masks.  

The result of calculations of the Night Lights Brightness Index for regions of 
Ukraine is presented in the Table 1 and in Fig. 2. 

THE NIGHT LIGHTS BRIGHTNESS INDEX ANALYSIS 

The Night Lights Brightness Index had a decreasing trend several times:  
– global economic crises (2006–2009); 
– annexation of territories of Ukraine in 2014;  
– the pandemic of COVID-19; 
– the Russia’s invasion on the territory of Ukraine in 2022. 

Fig. 2. Evaluation of the brightness of the urbanized territories of the regions of Ukraine 
from 2004 to September 2022 (monthly available data is presented for 2022) 
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The Night Lights Brightness Index for the territory of Ukraine in 2018 
(Fig. 3) grew by 64% compared to 2015 and amounted to 9.225 and 5.599, re-
spectively. In 2021, the historical maximum of the index for the studied period 
was observed and amounted to 10.083. The minimum is 2.577 in August 2022 
which was reached due to consequences of the Russia’s military actions. 

Only in four regions (Kyiv city, Sevastopol city, Kherson and Kyiv regions) 
the brightness of night lights was the lowest in 2009 as a result of the global eco-
nomic crisis, and in all other regions — in 2015 (if we excluded 2022). 

In Kyiv city, unlike other regions, had a growing trend till January 2022. The 
dynamics of the brightness index is shown in Fig. 4, 5. 

Let’s consider Donetsk and Luhansk regions. In 2015, the value of the Night 
Lights Brightness Index was affected greatly (Fig. 2). Fig. 6 shows the change in 
the intensity of night lights between 2013 and 2015 in the territory of these re-
gions. Places of decrease in intensity are marked in dark grey on the map, and 
places of increase are marked in light grey. As can be seen from the figure, a de-
crease in the indicator is observed in most of the territories of the regions, which 
also indicates a decrease in economic activity. 

Fig. 3. Map of night lights (raster image (composite) of artificial night luminosity of the 
Earth’s surface) of the regions of Ukraine for 2015 

Fig. 4. Evaluation of the brightness of the territory of the Kyiv city from 2005 to 2018 
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As for August 2022, the most affected regions are Kharkiv, Sumy, Ivano-
Frankivsk, Dnipropetrovsk. The decreasing was 78–80%. The less one is Sevas-
topol city (33%). It should be noted here that along with the unconditional impact 
of Russian aggression, this month is accompanied by a seasonal decrease in eco-
nomic activity. 

In order to verify the possibility of using night lights maps to assess the level 
of economic development of territories, a correlation-regression analysis of the 
Index of the economical dimension of sustainable development — an integral in-
dicator calculated according to the methodology [9], and the Night Lights Bright-
ness Index for the regions of Ukraine was conducted. 

In the Table 2 the results of calculating the correlation coefficient of the 
studied indicators for each region are shown. The obtained results indicate that the 
relationship between economic development and the brightness of night lights is 
uneven for different regions of the country. The value of the correlation coeffi-
cient for the Kyiv city stands out from a number of data due to the specifics of the 
functioning of the capital. If we consider the entire data set (except for the Kyiv 
city), the correlation coefficient for the Index of the economical dimension of sus-
tainable development and the Night Lights Brightness Index is 0.716 (Fig. 7), 
which indicates the presence of a connection. 

Fig. 5. Comparison of the brightness of the territory of the Kyiv city in 2005 and 2018. 

2005 2018

Fig. 6. Changes in the intensity of night lights between 2013 and 2015 in Donetsk and 
Luhansk regions 
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T a b l e  2 . Correlation coefficients of the Index of the economical dimension of sus-
tainable development of the regions of Ukraine and the level of brightness of night lights 

Region Correlation coefficient 
AR of Crimea 0.744 
city Sevastopol 0.732 

Donetsk 0.721 
Odesa 0.689 

Poltava 0.660 
Luhansk 0.636 

Ivano-Frankivsk 0.616 
Zhytomyr 0.605 

Dnipropetrovsk 0.590 
Kherson 0.563 

Khmelnytskiy 0.530 
Cherkasy 0.519 

Rivne 0.478 
Kharkiv 0.476 
Ternopyl 0.464 

Kirovohrad 0.457 
Vinnytsya 0.432 
Mykolayiv 0.397 
Chernihiv 0.390 
Chernivtsi 0.355 

Volyn 0.279 
Zaporizhzhya 0.267 
Zakarpattya 0.252 

Sumy 0.235 
Kyiv 0.000 
Lviv -0.028 

Kyiv city -0.227 
 

The presence of such a connection allows building models for assessing the 
level of the economic component of sustainable development based on satellite 
data for territories in the absence of the necessary statistical information.  

Fig. 7. Dependence of the Index of the economical dimension of sustainable development
of the regions of Ukraine and the level of brightness of night lights 
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ASSESSMENT OF THE LEVEL OF ECONOMIC DEVELOPMENT OF THE 

KHERSON REGION AND THE AUTONOMOUS REPUBLIC OF CRIMEA 

BASED ON THE NIGHT LIGHTS BRIGHTNESS INDEX 

Three regions were selected for modeling: 
– Kherson region (to check the methodology of building models); 
– Autonomous Republic of Crimea (due to the absence of the objective sta-

tistical information since 2014); 
– Donetsk region (due to the absence of the objective statistical information 

since 2014). 
After the analysis of the relevant time series, the presence of a lag in 1 pe-

riod was determined. The models are built in the form of nonlinear regression 
[14] and neural network [15] and have the following form: 

1. Regressions: 
a. Kherson region  

 00551,0))1((*0763,0)(  tIlntI nlec , 

where )(tIec .  — Index of the economical dimension of sustainable development 
at a moment in time t, )1( tInl . — the Night Lights Brightness Index at a mo-
ment in time 1t ; 

b. AR of Crimea 
 2856,0))1((*30658,0)(  tILNtII nlnlec , 

where )(tIec  — Index of the economical dimension of sustainable development at a mo-

ment in time t, )1( tInl  — the Night Lights Brightness Index at a moment in time 1t . 

c. Donetsk region 

 0489917756,2)1(*0019647232,0)(  tItI nlec , 

c
Fig. 8. Weights and structure of CNN for the: a — Kherson region; b — AR of Crimea; c —
Donetsk region (Iec — Index of the economical dimension of sustainable development at 
a moment in time t, Lights — the Night Lights Brightness Index at a moment in time (t–1) 

ba 
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where )(tIec  — Index of the economical dimension of sustainable development at a mo-
ment in time t, )1( tInl  — the Night Lights Brightness Index at a moment in time 1t . 

2. Convolutional Neural Network (CNN): 
a. The weights and structure of the CNN for the Kherson region are pre-

sented in Fig. 8, a; 
b. The weights and structure of the CNN for AR of Crimea are presented in Fig. 8, b; 
c. The weights and structure of the CNN for the Donetsk region are pre-

sented in Fig. 8, c; 
The model for the Kherson region has an average relative error of 7,6% for 

nonlinear regression and 6.4% for convolutional neural network. The results are 
presented in Fig. 9 and in Table 3. According to the built model, in 2021 the re-
gion showed growth and fall in 2022.  

T a b l e  3 .  Calculation of the Index of the economical dimension based on
the brightness of night lights for the Kherson region 

Year 
The Index of  

the economical
dimension 

The Night 
Lights  

Brightness 
Index 

The values of the Index
of the economical  

dimension are  
modeled using  

non-linear regression

The values of the Index 
of the economical  

dimension are  
modeled using CNN 

2009 0.162 6.487 0.157 0.164 
2010 0.164 7.966 0.148 0.144 
2011 0.178 8.455 0.164 0.168 
2012 0.163 8.950 0.168 0.168 
2013 0.155 7.570 0.173 0.167 
2014 0.190 6.338 0.160 0.167 
2015 0.136 5.447 0.146 0.141 
2016 0.131 5.832 0.135 0.133 
2017 0.133 6.490 0.140 0.137 
2018 0.137 8.109 0.148 0.144 
2019   6.883 0.165 0.168 
2020  6.549 0.153 0.154 
2021  8.930 0.149 0.145 

01.2022  8.991 0.173 0.167 
02.2022  5.542 0.173 0.167 
03.2022  2.535 0.136 0.134 
08.2022  2.094 0.076 0.124 
09.2022  2.893 0.062 0.126 
10.2022   0.087 0.122 

Fig. 9. Calculation of the Index of the economical dimension based on the brightness of
night lights for the Kherson region 
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The model for the Autonomous Republic of Crimea can be used to assess the 
level of economic development of the region after 2013. The average relative er-
ror of the obtained models is no more than 10.2%. The results are presented in 
Fig. 10 and in Table 4. 

T a b l e  4 .  Calculation of the Index of the economical dimension based on the
brightness of night lights for AR of Crimea 

Year 

The Index  
of the  

economical  
dimension 

The Night 
Lights  

Brightness  
Index 

The values of the Index 
of the economical  

dimension are  
modeled using  

non-linear regression 

The values of the Index 
of the economical  

dimension are  
modeled using CNN 

2009 0.216 4.778 0.194 0.192 
2010 0.223 5.994 0.263 0.266 
2011 0.301 6.161 0.272 0.273 
2012 0.282 6.879 0.306 0.296 
2013 0.320 5.739 0.250 0.254 
2014  4.600 0.182 0.178 
2015  3.872 0.129 0.124 
2016  4.224 0.156 0.150 
2017   4.900 0.202 0.201 
2018   6.011 0.264 0.267 
2019   5.461 0.235 0.238 
2020   5.216 0.221 0.222 
2021   7.398 0.328 0.305 

01.2022   7.439 0.330 0.305 
02.2022  5.731 0.250 0.253 
03.2022  4.311 0.162 0.157 
08.2022  3.335 0.084 0.089 
09.2022  4.139 0.150 0.144 
10.2022  4.778 0.194 0.192 

 

According to the simulation results, after a certain economic growth in 
2011–2013, the Autonomous Republic of Crimea fell in 2014–2016. In 2016–2021, 
there is an upward trend in the Index of the economical dimension of sustainable 
development. 

Fig. 10. Calculation of the Index of the economical dimension based on the brightness
of night lights for AR of Crimea 
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The model for the Donetsk region has an average relative error of 19.4% for 
nonlinear regression and 18.2% for convolutional neural network. This is due to 
increased uncertainty in partial annexation and hostilities. The results are pre-
sented in Fig. 11 and in Table 5. According to the built model, the region has de-
creasing economic dimension trend after 2013 and after 2018. The models show 
even greater level of falling during 2022.  

 

T a b l e  5 . Calculation of the Index of the economical dimension based on the
brightness of night lights for the Donetsk region 

Year 

The Index  
of the 

 economical 
dimension 

The Night 
Lights  

Brightness
 Index 

The values of  
the Index of the  

economical dimension 
are modeled using  

non-linear regression 

The values  
of the Index  

of the economical  
dimension are  

modeled using CNN 
2009 0.503 12.762 0.432 0.495 
2010 0.468 15.090 0.363 0.375 
2011 0.517 15.862 0.511 0.558 
2012 0.554 17.416 0.566 0.561 
2013 0.482 14.255 0.685 0.520 
2014  12.071 0.455 0.522 
2015  9.425 0.323 0.305 
2016  10.390 0.195 0.214 
2017  11.977 0.238 0.222 
2018  14.864 0.318 0.297 
2019  12.337 0.495 0.552 
2020  11.736 0.338 0.330 
2021  15.934 0.305 0.279 

01.2022   16.338 0.571 0.560 
02.2022  9.257 0.601 0.553 
03.2022  5.683 0.188 0.214 
08.2022  4.510 0.069 0.238 
09.2022  5.639 0.043 0.247 
10.2022   0.068 0.239 

Fig. 11. Calculation of the Index of the economical dimension based on the brightness 
of night lights for the Donetsk region 
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CONCLUSIONS 

In the course of the research, data on the luminosity of night lights on the territory 
of Ukraine was collected and processed. Based on the processed data, the Night 
Lights Brightness Index for the regions of Ukraine was formed and analyzed. The 
conducted correlation-regression analysis confirmed the possibility of using the 
specified index to determine the economic component of sustainable development 
on the territory of Ukraine. 

Built for the Kherson region, the Autonomous Republic of Crimea and the 
Donetsk region, the assessment models of Index of the economical dimension of 
sustainable development showed an error of no more than 7.6%, 10.2% and 
19.4%, which, among other things, allowed us to assess the level of economic 
development for the territory of the Autonomous Republic of Crimea and the Do-
netsk region for 2014–2022. 

Using developed approach, we showed that the annexation of territories sig-
nificantly affected the level of economic development of the territories of Crimea 
and Donbas. So, the Crimea fell by 0.174 points (57.8%), and the Donetsk region 
lost almost twice as much – 0.398 points (66.1%). At the same time, the pandemic 
period affected these regions in different ways. Crimea, after the restoration of its 
economic processes, lost only 0.044 points (16.6%), while the Donetsk region lost 
0.232 points (44.3%).  

And without having time to strengthen the trend towards economic recovery 
from the consequences of Covid-19, due to the full-scale invasion, these regions 
also suffered significantly. Not being a highly developed region, by the third dec-
ade of 2022 Crimea lowered its level of economic development by 0.230 points, 
when the Donetsk region lost much more – 0.432 points. 

Thus, according to the results of the study, it was established that the degree 
of brightness of night lights can be used to assess the economic component of sus-
tainable development of the regions of Ukraine, and in particular, the level of 
economic activity of the territories. This will help to make an assessment in the 
absence of ready-made qualitative statistical information, for example, for newly 
formed administrative units, or for regions for which, for various reasons, it is 
impossible to obtain sets of economic indicators. 

Generally, with the application of the proposed approach, it was possible to 
identify and confirm the decrease in the economic activity of the regions of 
Ukraine during the pandemic and a full-scale invasion of Russia. 

Further research is planned to be directed to the creation of a set of models 
for assessing the level of economic development of any territory within Ukraine 
with the aim of creating appropriate applications within the Information and Ana-
lytical Situational Center of the Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute. 
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ОЦІНЮВАННЯ ЕКОНОМІЧНОГО ВИМІРЮВАННЯ СТАЛОГО РОЗВИТКУ 
РЕГІОНІВ УКРАЇНИ НА ОСНОВІ ЯСКРАВОСТІ НІЧНИХ ВОГНІВ / 
М.З. Згуровський, К.В. Єфремов, С.В. Гапон, І.О. Пишнограєв 

Анотація. Під час оцінювання рівня розвитку територій виникає проблема 
пошуку об’єктивних якісних даних, що будуть її характеризувати. Одним з 
можливих джерел таких даних є застосування методів дистанційного зонду-
вання Землі (ДЗЗ). Проаналізовано можливості використання одного з 
продуктів ДЗЗ – карти нічних вогнів, для моделювання економічного 
вимірювання сталого розвитку регіонів України. У результаті за допомогою 
регресійно-кореляційного аналізу та нейронних мереж отримано відповідні 
моделі оцінювання рівня економічного розвитку Херсонської області, 
Донецької області та АР Крим. Наведене дослідження виконано командою 
Світового центру даних «Геоінформатика та сталий розвиток» КПІ ім. Ігоря 
Сікорського і є частиною досліджень з аналізу поведінки складних соціально-
економічних систем та процесів сталого розвитку в контексті якості та безпеки 
життя людей. 

Ключові слова: сталий розвиток, просторовий аналіз даних, економічний роз-
виток, нічні вогні, математичне моделювання. 
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УЗАГАЛЬНЮВАЛЬНА ІНТЕРВАЛЬНА НЕЧІТКА МОДЕЛЬ 

ТИПУ-2 ДЛЯ МОНІТОРИНГУ СТАНІВ СКЛАДНИХ  СИСТЕМ 

З ВИКОРИСТАННЯМ ЕКСПЕРТНИХ ЗНАНЬ 

Н.Р. КОНДРАТЕНКО, О.О. СНІГУР, Р.М. КОНДРАТЕНКО 

Анотація. Запропоновано інтервальну узагальнювальну нечітку модель типу-2 
в завданнях моніторингу станів складних систем з урахуванням експертних 
знань. Для  узагальнення  виходів нечітких моделей типу-2 з інтервальними 
функціями належності впроваджено теоретико-множинний підхід. Подано до-
слідження відповідності експертних оцінок вихідному значенню узагальнюва-
льної нечіткої моделі протягом інтервалу спостережень. Наведено приклади 
використання узагальнювальної нечіткої моделі типу-2 в моніторингу станів 
артезіанської свердловини. Показано, що для підвищення якості прийняття 
рішень експерту необхідно звертати увагу на величину інтервального виходу 
узагальнювальної нечіткої моделі типу-2. Надано рекомендації експертам що-
до поліпшення прийняття рішень стосовно оцінки вихідного інтервалу уза-
гальнювальної моделі.  

Ключові слова: нечітка модель типу-2, інтервальна функція належності, тео-
ретико-множинний підхід, експертні знання. 

ВСТУП 

Відомо, що моделі ідентифікації складних систем, що будуються в умовах  
неповної вихідної інформації, успішно використовують апарат теорії 
нечітких множин [1]. Нечіткі множини типу-1 і типу-2 є достатньо потуж-
ним інструментом для розв’язання слабкоструктурованих проблем в умовах 
невизначеностей [2]. Неповнота вихідних даних є проблемою, що характер-
на для моделювання багатьох систем. Такими можна вважати соціальні, 
економічні, технічні системи різного характеру, але найбільш складними є 
завдання ідентифікації для екологічних та природничих систем,  про харак-
тер роботи яких у багатьох випадках можна судити лише за вибіркою експе-
риментальних даних.  

Із слабкоструктурованих проблем актуальним є завдання моніторингу 
станів складних систем за умови неповноти вхідних даних. Упевнено можна 
вказати на необхідність моніторингу станів природничих систем, оскільки 
такі системи пов’язані з важкодоступними об’єктами; наприклад, це об’єкти 
геологічної розвідки. Для останніх характерними факторами є неточність 
вимірювань і часто неможливість вести безпосереднє спостереження об’єкта.  

Особливість багатьох таких систем полягає в тому, що для отримання 
вхідних даних для подальшої експлуатації необхідно провести моніторинг 
станів системи зі спостереженнями протягом певного часу. Отримані дані 
можуть бути неоднорідними та суперечливими. Отже, для прийняття рішен-
ня розробники часто мають неповну інформацію про числові значення хара-
ктеристик системи або є тільки інтервали можливих значень.  
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Використання інтервальних нечітких моделей як інструменту подання 
даних дозволяє виявити зв’язок між вхідними даними та виходом системи, 
стани якої досліджуються. Але досі залишається актуальною проблема до-
слідження функціонування  інтервальних нечітких моделей в моніторингу 
станів складних систем в умовах неповної вхідної інформації з використан-
ням знань експертів.  

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ ТА ПОСТАНОВКА 

ПРОБЛЕМИ 

Натепер обсяги даних, які нагромаджуються в різних галузях, різко збіль-
шуються, що зумовлює пошук новітніх технологій. Це безумовно нечітке 
моделювання з використанням нечітких множин вищих порядків. Сучасний 
підхід до розв’язання завдань моніторингу станів складних систем за участю 
експертів реалізується за допомогою нечіткого моделювання. Нечіткі моделі 
використовують для свого функціонування основні поняття теорії нечітких 
множин, нечіткі правила та нечітке логічне виведення. Залежно від ступеня 
нечіткості нечітких множин, що враховується в побудові нечіткої моделі, 
розрізняють нечіткі моделі типу-1, загальні моделі типу-2 та інтервальні ти-
пу-2. Нечіткі моделі типу-1 будуються на основі нечітких множин з чіткими 
значеннями степенів належності, але такі нечіткі моделі дають на виході 
лише чітке значення. Інтервальні нечіткі моделі типу-2 будуються на основі 
нечітких множин з інтервальними значеннями степенів належності. Останні 
моделі дають на виході точкові та інтервальні значення. Звідси перед роз-
робниками виникає задача вибору типу нечітких множин, за допомогою 
яких можна було б достатньо просто обробляти різні види невизначеностей. 
У праці [3] розглядаються питання, пов’язані з розвитком теорії нечітких 
множин типу-1 і типу-2 та наводиться мотивація адекватно подавати не-
визначеності, які існують в предметній області, за допомогою множин типу-2.  

Множини типу-1 і типу-2 використовуються в методиках з подання 
знань експертів. У працях [4–6] розглядаються напрями, де в умовах непов-
ноти вхідних даних експерту надається право визначати ту підмножину вхі-
дних даних, яка, на його думку, є важливою. Також робиться висновок про 
доцільність використання нечітких моделей, побудованих на нечітких мно-
жинах типу-2 з інтервальними функціями належності.  

Приклади практичного використання інтервальних нечітких моделей 
наведено у праці [7], де ставиться завдання зменшення помилок квантування 
інформації для нелінійних об’єктів. За рахунок використання інтервальних 
нечітких моделей вдається контролювати  невизначеності, які виникають у 
нелінійних системах і надалі більш ефективно їх обробляти. 

Як приклад успішного застосування інтервальних нечітких моделей, де 
експерти беруть участь у формуванні вхідного вектора параметрів, можна 
навести  працю [8]. У ній показано особливості інтервального нечіткого мо-
делювання на прикладі оцінювання стану артезіанської свердловини в 
довільний момент часу в межах від початку гідрогеологічної розвідки до її 
повного завершення.  

Множину інтервальних нечітких моделей запропоновано для підви-
щення точності інтервального прогнозування часових послідовностей у 
праці [9]. Особливість цієї роботи полягає у викладеній методиці побудови 
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множини різновходових  нечітких моделей типу-2. Кожна з таких моделей є 
звичайною інтервальною нечіткою моделі типу-2, яка містить базу правил, 
процедуру зведення до нечіткості, процедуру нечіткого логічного виведення 
та процедуру пониження типу.  

У праці [10] запропоновано метод  побудови нечітких баз знань типу-2 
з інтервальними функціями належності, що буде використовуватись у меди-
чній діагностиці та прогнозуванні станів захворювання. Показано, що побу-
дована модель є адекватною медичній галузі і здатна в умовах якісного ха-
рактеру вхідних даних враховувати як знання фахівця з медичної практики, 
так і дослідні  медико-біологічні дані. У праці [11] пропонується метод по-
будови інтервальних нечітких логічних систем типу-2 у медичній галузі на 
основі експериментальних даних, що мають пропуски.   

У праці [12] пропонується підхід для оцінювання якості виготовлення 
промислової продукції декількома моделями, у тому числі і моделями, які 
будуються на основі інтелектуальних технологій, а саме з використанням 
інтервальних нечітких моделей типу-2. Зазначено, що для оцінювання якості 
результатів, які отримують за допомогою кожної із запропонованих моде-
лей, кінцеве рішення належить експерту.  

Виходячи з наведеного, доцільно провести дослідження і з’ясувати, як 
для розв’язання завдання моніторингу станів складної системи в умовах не-
визначеності вхідних даних можна проаналізувати правильність рішень, що 
приймаються експертами, які надають вагому інформацію.  Проте недостат-
ньо досліджені інтервальні нечіткі моделі, що будуються з урахуванням 
знань експертів, та методи, які дозволяють на основі процедур агрегації ви-
ходів інтервальних нечітких моделей будувати нечіткі моделі, що є адекват-
ними предметній області. 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 

Вирішення поставленого за-
вдання подамо в декілька 
етапів:  

Етап 1. Ретельна робота 
з експертами. Для побудови 
нечітких моделей експертам 
пропонується працювати з 
нечіткими множинами типу-
2 і будувати нечітку модель з 
інтервальними функціями 
належності. Тип функції на-
лежності задається. Це моди-
фікована гаусова функція [1, 
4]; типовий вигляд графіка 
функції зображено на рис. 1. 

Для інтервальної нечіт-
кої моделі експерти будують свій вхідний вектор, тобто можуть відкидати 
певні ознаки повного вхідного вектора, який пропонується розробником для 
досліджуваної системи. 

Етап 2. Генерування множини інтервальних нечітких моделей. Наво-
диться генерація множини нечітких моделей з інтервальними функціями 

Рис. 1. Інтервальна функція належності 
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належності із заданої експериментальної вибірки. Для побудови кожної мо-
делі використовується метод генерації нечіткої моделі з експериментальних 
даних; ця процедура виконується кожним з експертів. Крім того, експерту 
надається право коригування вхідного вектора, де експерт залишає ті вхідні 
ознаки, які він вважає найважливівшими. Оскільки експерту надається пра-
во коригувати вхідний вектор, то, як наслідок, у результаті такого коригу-
вання можлива поява малоінформативних вхідних даних. У такому випадку 
для моделі, що генерується, здійснюється перетворення експериментальної 
вибірки за допомогою алгоритму, який враховує неповноту експеримента-
льних даних і забезпечує контрольоване розтягнення одного з параметрів 
функцій належності вхідних змінних з одночасним збереженням адекватно-
сті прийняття рішень нечіткою системою; це виконується за допомогою ал-
горитма, наведеного у праці [11].  

Загальна частина роботи кожного експерта реалізується таким чином.   
Задається вибірка експериментальних даних X:  

 1 2{ , , , }nX X XX   

де },,,,{ 21 ikiiii yxxxX  , ni ,,1  ; n — кількість експериментальних 
прикладів; k — кількість вхідних змінних; y — вихідна величина. 

На основі вибірки відбувається генерація множини нечітких моделей, 
кожна з яких є інтервальною нечіткою моделлю. Структуру нечіткої моделі з 
інтервальними функціями належності, яка входить до множини, зображено на рис. 2. 

Модель відображає чіткі входи ),,,( 21 nxxx   в інтервальні та чіткі ви-

ходи: 1[ , ]rY y y . Для опису нечітких термів лінгвістичних змінних будемо 
використовувати інтервальні нечіткі множини типу-2. Тоді математична мо-
дель буде являти собою інтервальну нечітку модель типу-2, що включає ба-
зу правил (нечітку базу знань), процедуру зведення до нечіткості, процедуру 
нечіткого логічного виведення, процедуру пониження типу та процедуру 
зведення до чіткості. 

Для обчислення крайніх точок вихідного  значення інтервальної нечіткої 
моделі типу-2 yl і yr використовуємо алгоритм Карніка–Менделя [1]. 

Таким чином, кожен експерт генерує свій набір ознак і, як наслідок, ок-
рему модель. Для отримання кінцевого результату створюється узагальню-
вальна модель, яка може агрегувати виходи інтервальних типу-2 нечітких 
моделей (IT2FМ1, IT2FМ2,…,ІТ2FМN). Структуру узагальнювальної інтер-
вальної нечіткої моделі зображено на рис. 3. 

 

Вхід 
x 

База правил 

Процедура 
приведення 
до нечіткості

Процедура
зниження  
типу 

Нечіткі вихідні

множини 

Нечіткі вхідні 

множини 

Процедура 
зведения  

до нечікості 

Інтервальний 
вихід 

Y=[y,r] 

Рис. 2. Структура нечіткої моделі з інтервальними функціями належності 
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Етап 3. Обчислення інтервального виходу Y нечіткої моделі, що є уза-
гальнювальною. Y є результатом здійснення операцій теоретико множинно-
го підходу. Реалізація агрегації та отримання кінцевого значення Y здійсню-
ється на основі теоретико-множинного підходу (операції об’єднання   та 
перетину ∩ теорії множин) таким чином. Спочатку виконується операція 
об’єднання окремих інтервальних виходів нечітких моделей, а потім відбу-
вається перетин з інтервальним виходом моделі, яка є домінуючою або є 
моделлю за повним вектором, або вибирається експертом за певними реко-
мендаціями. Остання дія експерта є заключною. 

Таким чином, кінцевий вихід узагальнювальної моделі створюється в 
результаті реалізації оператора агрегації у вигляді комбінації операцій теорії 
множин , а саме:  U/∩.  

Можливий і інший підхід до отримання кінцевого результату. У край-
ньому випадку, коли під час побудови узагальнювальної нечіткої моделі, 
експерт не може прийняти рішення у виборі домінуючої моделі, використо-
вується інша комбінація операцій об’єднання U та перетину ∩. Тоді уза-
гальнювальна модель створюється автоматично з урахуванням розташуван-
ня інтервальних виходів окремих моделей. У випадку наявності спільної 
частини інтервальних виходів нечітких моделей діє операція їх перетину, 
інакше — об’єднання. Тоді комбінація операцій така — ∩/U.  

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ ТА РЕЗУЛЬТАТИ МОНІТОРИНГУ 

Розглянемо результати моніторингу станів складної системи за допомогою 
узагальнювальної моделі. За предметну область візьмемо артезіанську 
свердловину як складну гідрогеологічну систему. Задача моніторингу такої 
системи характеризується трудомісткістю отримання вихідних даних, що 
зумовлено важкодоступністю проведення експериментальних досліджень та 
є довготривалим періодом геологорозвідувальних робіт (ГРР) (від 6 місяців 
до декількох років) і має три етапи — від одного до трьох років. Система 
має багато вхідних параметрів, але беремо до уваги 24 вхідні змінні та одну 
вихідну величину; ії назвемо «перспективність свердловини» і опишемо за 
допомогою лінгвістичної змінної (позначимо LV) зі шкалою від 0 до 10 [8]. 
Шкала розбивається на лінгвістичні терми: «недостатня перспективність» — 
від 1 до 5 балів; «достатня» — від 6 до 7 балів та «висока» — від 8 до 10 ба-
лів. Вихід моделі є інтервальним (позначимо через І), кінцеву оцінку для 
стану свердловини виставляє експерт. Результати роботи узагальнювальної 
нечіткої моделі родовища наведено в табл. 1. 

1 2{ , , , }nX X X X


  

1X 

2X 

nX 
N 

Y

Рис. 3. Структура узагальнюючої інтервальної нечіткої моделі 



Н.Р. Кондратенко, О.О. Снігур, Р.М. Кондратенко 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2023, № 2 68

Т а б л и ц я  1 .  Результати роботи узагальнювальної нечіткої моделі родо-
вища (тестова вибірка) 

№ 
експ. Етапи Експерт 1 Експерт 2 

Вихід 
домінуючої 
моделі 

Вихід 
моделі 

після U/∩.

Оцінка 
експерта 

1 [0,03; 0,39] [0,11; 0,24] [0; 0,88] [0,03; 0,39]
Н 

2 [0,14; 0,92] [0,3; 0,53] [0,53; 4,11] [0,53; 0,92]
Н 1 

3 [0; 0,02] [0; 0] [0; 2,64] [0; 0,02] 
Н 

1 / 
недостатня 

1 [0,04; 0,53] [1,69; 3,12] [0,01; 1,2] [0,04; 1,2] 
Н 

2 [0,18; 1,09] [1,51; 2,01] [0,05; 2,36] [0,18; 2,01]
Н 2 

3 [2,42; 3,44] [3,11; 3,76] [0,08; 2,81] [1,68; 2,81]
Н 

1 / 
недостатня 

1 [7,21; 7,38] [7,81; 7,82] [0,63; 5,84] [1,3; 5,48] 
Н, Д 

2 [6,95; 7,08] [6,88; 6,88] [0,63; 5,8] [1,38; 5,48]
Н, Д 3 

3 [6,72; 6,99] [6,8; 6,82] [0,46; 5,81] [1,25; 5,45]
Н, Д 

2 / 
недостатня 

1 [6,33; 6,66] [6,66; 6,72] [6,41; 6,96] [6,41; 6,72]
Д 

2 [6,44; 6,93] [7,59; 7,66] [5,55; 7,48] [5,82; 7,48]
Д, В 

3 [6,82; 7,3] [7,75; 7,85] [5,08; 7,82] [6,62; 7,82]
Д, В 

5 / достатня 

2 [4,14; 4,2] [3,84; 3,86] [5,55; 6,53] [5,71; 6,56]
В 

4 

3 [5,56; 5,6] [5,61; 5,62] [4,91; 6,48] [5,56; 5,62]
Д 

 

1 [4,3; 5,98] [6,35; 6,51] [7,31; 7,62] [7,32; 7,7] 
Д, В 

2 [3,4; 4,45] [4,39; 4,57] [5,37; 6,15] [5,37; 6,15]
Д 6 

3 [5,11; 5,42] [4,78; 5,22] [3,9; 5,71] [4,78; 5,71]
Д 

6 / достатня 

1 [7,64; 7,73] [7,87; 7,87] [9,03; 9,71] [9,03; 9,71]
В 

2 [8,27; 8,32] [8,19; 8,2] [9,87; 9,99] [9,88; 10] 
В 7 

3 [7,93; 8,12] [8,17; 8,24] [9,92; 10] [9,92; 9,99]
В 

8 / висока 

1 [7,37; 7,42] [7,92; 7,94] [8,53; 8,75] [8,54; 8,76]
В 

2 [8,16; 8,21] [7,5; 7,57] [9,94; 9,99] [9,95; 10] 
В 8 

3 [7,94; 8,07] [8,36; 8,39] [9,89; 9,94] [9,91; 10] 
В 

9 / висока 

1 [7,89; 8,05] [7,82; 7,82] [8,61; 8,74] [8,62; 8,74]
В 

2 [8,9; 9,25] [8,12; 8,12] [9,64; 9,84] [9,64; 9,77]
В 9 

3 [9,1; 9,54] [9,21; 9,29] [9,89; 9,98] [9,9; 9,99] 
В 

9 / висока 

 

Покажемо фрагмент реалізації теоретико-множинного підходу на під-
ставі наведених даних.  
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Опишімо кожний експеримент та виконаємо основні обчислення. На 
першому етапі ГРР експертом 1 виділено 10 інформативних ознак, вихід 
моделі [0,03; 0,39]; експертом 2 виділено 11 ознак, вихід моделі [0,11; 0,24],  
модель з повним вектором 24 ознаки має інтервальний вихід —  [0; 0,88]. 

Перший крок: реалізуємо операцію об’єднання інтервалів моделей для 
експертів 1 і 2: 

 [0,03; 0,39] U [0,11; 0,24] = [0,03; 0,39] 

Другий крок: виконуємо операцію перетину з моделлю, що будується 
на повному векторі: 

 [0,03; 0,39] ∩ [0; 0,88] =  [0,03; 0,39]. 

Обчислення інтервального виходу узагальнювальної моделі для інших 
експериментів виконуються аналогічно.  

У загальному випадку операція перетину може виконуватись не тільки 
з виходом моделі з повним вектором, але і моделі, яка, на думку незалежно-
го експерта, є найбільш важливою, домінуючою, або базовою. 

Як видно з табл. 1 для експерименту 1 значення лінгвістичної змінної 
«перспективність свердловини» за оцінкою експерта є недостатньою, оскі-
льки крайні точки вихідного інтервального значення належать терму «недо-
статня», а ширина інтервалу, що відображає невизначеність, — значною.  

Експеримент 2 теж вказує на недостатню перспективність свердловини 
і має більшу невизначеність, ніж попередній. 

Експеримент 3 має більшу невизначеність, ніж два попередні. Він пока-
зує, що лінгвістична змінна «перспективність свердловини», може бути як 
недостатньою, так і достатньою.  

Експеримент 4, на відміну від попередніх, має значну невизначеність, 
але лінгвістична змінна «перспективність свердловини» може бути в діапа-

зоні від терму «достатня» до тер-
му  «висока». 

З експериментів 5 і 6 видно, 
що встановлюється значення лінг-
вістичної змінної «достатня», не-
визначеність незначна. Починаю-
чи з експерименту 8 модель 
видає значення, близьке до терму 
«висока». Робимо висновок, що 
найбільш поширені ситуації є 
такими, коли межі інтервалу чіт-
ко вказують на належність лінг-
вістичної змінної певному стану, 
тоді експерт дуже швидко при-
ймає рішення. Інший випадок, 
коли ширина вихідного інтервалу 
включає декілька значень лінгві-
стичної змінної, тоді експерту 
треба приймати кінцеве рішення, 
яке базується на його досвіді. 
Розташування областей невизна-
ченостей (рис. 4), які для наочно-
сті розраховані як добуток зна-

чення правої межі виходу моделі на ширину відповідного інтервалу для 

1 
2

3

4

1 2 3 4

Рис. 4. Розташування областей невизначеності
для експериментів 2 і 3 
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кожного етапу експерименту 2 та аналогічно для експерименту 3. На діаг-
рамі видно, що для експерименту 3, де лінгвістична оцінка подвійна, зона 
невизначеності набагато більша.  

Таким чином, величина інтервального виходу узагальнювальної моделі 
вказує на існуючі в початкових даних  невизначеності та вимагає від експер-
та  уважного підходу до прийняття кінцевого рішення. 

Для подальшого моніторингу стану родовища по етапах ГРР  складемо 
таблицю, яка дасть можливість проаналізувати чи є зв’язок між шириною 
інтервалу та часу проведених робіт, а також проведемо дослідження чи іс-
нує відповідність між оцінками експерта та величиною інтервалу для кож-
ного етапу всіх експериментів. Результати обчислення ширини інтервально-
го виходу узагальнювальної моделі по етапах зі значенням  лінгвістичної 
змінної наведено в табл. 2. 

Т а б л и ц я  2 .  Результати обчислення ширини інтервального виходу
узагальнювальної моделі з оцінкою експерта за лінгвістичною змінною 

Етап 1 Етап 2 Етап 3 
№ Вихід 

системи 
Ширина 
інтервалу 

Вихід 
системи 

Ширина 
інтервалу 

Вихід 
системи 

Ширина 
інтервалу 

Оцінка 
експерта 

Результати роботи агрегованої моделі для оцінки 1/недостатня 

1 
[0,03; 
0,39] 

0,36 
[0, 53; 
0,92] 

0,39 
[0,00; 
0,02] 

0,02 Недостатня 

2 
[0,04; 
1,2] 

1,16 
[0,18; 
2,01] 

1,83 
[1,68; 
2,81] 

1,13 Недостатня 

Результати роботи узагальнювальної моделі для оцінки 2/недостатня 

3 
[1,3; 
5,48] 

4,18 
[1,38; 
5,48] 

4,1 
[1,25; 
5,25] 

4,2 Недостатня 

Результати роботи узагальнювальної моделі для оцінки 5/достатня 

4 
[6,41; 
6,72] 

0,31 
[5,82; 
7,48] 

1,66 
[6,62; 
7,82] 

1,2 Достатня 

Результати роботи  узагальнювальної моделі для оцінки 6/достатня 

5 
[5,66; 
6,2] 

0,54 
[5,71; 
6,56] 

0,85 
[5,56; 
5,62] 

0,06 Достатня 

6 
[7,32; 
7,7] 

0,38 
[5,37; 
6,15] 

0,78 
[4,78; 
5,71] 

0,93 Достатня 

Результати роботи узагальнювальної моделі для оцінки 8/висока 

7 
[9,03; 
9,71] 

0,68 
[9,88; 

10] 
0,12 

[9,92; 
9,99] 

0,07 Висока 

Результати роботи узагальнювальної моделі для оцінки 9/висока 

8 
[8,54; 
8,76] 

0,22 
[9,95; 

10] 
0,05 

[9,91; 
10] 

0,09 Висока 

9 
[8,62; 
8,74] 

0,12 
[9,64; 
9,77] 

0,13 
[9,9; 
9,99] 

0,09 Висока 

 

Дані, що наведені в табл. 2, вказують на зміну значень вихідного інтер-
валу моделі залежно від терміну проведення ГРР. Отримані результати да-
ють змогу порівняти величину інтервалу, що виникає на виході моделі, 
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з оцінкою, яку виставляє для кожного значення експерт. А саме, для експе-
рименту 1 інтервальне вихідне значення на всіх етапах дуже мале, тому оці-
нка експертом лінгвістичної змінної «перспективність свердловини «недо-
статня» є очевидною. За експериментом 2 ширина інтервального виходу 
збільшується, але залишається стабільною на всіх етапах. Це дозволяє екс-
перту, хоч перспективність і недостатня, все ж таки надати рекомендацію 
для продовження розвідувальнх робіт. Для експериментів 3 і 4 тенденція 
стабільності ширини інтервалу зберігається. Надалі для експерименту 4 по 
експеримент 6 з’являється терм «достатня», ширина інтервалу починає зме-
ншуватись і, нарешті, для експериментів 7, 8, 9 спостерігається її зменшення 
на всіх етапах, тобто інтервальна оцінка перетворюється в точкову. Це під-
тверджує факт, що зникнення невизначеності означає одночасно збільшення 
значення балів, які набирає лінгвістична змінна.  

Розглянемо, чи впливає на оцінку експертів величина інтервального 
виходу моделі. Для своїх оцінок експерт, як правило, орієнтується на верх-
ню границю інтервалу, що є поширеною практикою. Але правильність його 
суджень повинна підтверджуватись зменшенням або збільшенням інтервалу 
на виході моделі. Наведемо приклади наявності чи відсутності такої відпо-
відності: 

 оцінка «недостатня» / 1,2 бали — ширина інтервалу: від 0,36 до 
близько 4; 

 оцінка «достатня» / — ширина інтервалу: від 0,31 до близько 1,16; 
 оцінка «висока» / 8 балів — ширина інтервалу: від 0,68 до 0,07; 
 оцінка «висока» / 9 балів — ширина інтервалу: від 0,22 до 0,09; 
 оцінка «висока» / 9 балів — ширина інтервалу: від 0,12 до 0,09. 
Характерною є оцінка «висока», коли інтервал фактично зникає і від-

повідно оцінка експерта повинна бути найбільшою, що і відбувається за 
шкалою. Це оцінка 9, яка  відповідає фактично точковому значенню. Решта 
оцінок експерта є теж коректними,  оскільки для низьких балів ширина ін-
тервалу є найбільшою. Продемонструємо наведені судження графічно. Із 
рис. 5 видно як зменшується невизначеність результатів експериментів; 
процес відбувається послідовно з переходом від етапу 1 до етапу 3 (позна-
чено світлими і темними відтінками).  

Рис. 5. Інтервальне вихідне значення моделі (І)  та лінгвістичними змінними (LV); 
Н — недостатня; Д — достатня; В — висока 
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Аналіз отриманих результатів показує, що для підвищення якості при-
йняття рішень експерту необхідно звертати увагу на величину інтервального 
виходу узагальнювальної нечіткої моделі типу-2 та давати оцінку невизна-
ченості, яка притаманна вихідному значенню. З огляду на складність пробле-
ми розробнику варто скористатись такими практичними рекомендаціями: 

 за умови рівності крайніх правих точок інтервальних значень для 
вихідної змінної перевагу необхідно надати тому значенню, яке має  мен-
ший рівень невизначеності; 

 якщо отримана в результаті роботи моделі ширина інтервалу вклю-
чає декілька рівнів і не дозволяє чітко встановити єдине якісне значення з 
вихідної системи якісних термів, то необхідно провести додаткове експери-
ментальне дослідження необхідних параметрів, або оновити експертні дані, 
з метою зменшення існуючої невизначеності; 

 кожна окремо інтервальна модель, яка будується на основі знань ек-
сперта, може давати достатньо широкий діапазон лінгвістичних оцінок для 
стану системи. Це не означає, що рішення, отримане узагальнювальною мо-
деллю, буде некоректним, швидше побудована модель вказує на значну 
невизначеність, тобто вхідних даних не вистачає для визначення вихідної 
величини. Це повинні враховувати фахівці, в обов’язки яких входять за-
вдання моніторингу станів складних систем.  

Отримані результати показують, що побудована узагальнювальна мо-
дель може виконувати функції помічника експерта з питань моніторингу 
станів складних систем в умовах неповноти даних. Результати дослідження 
ефективно можуть бути застосовані в довготривалих дослідженнях природ-
них процесів задля скорочення терміну прийняття рішення та заощадження 
необхідних для цього ресурсів. 

ВИСНОВОК 

Запропоновано теоретико-множинний підхід до узагальнення виходів 
нечітких моделей типу-2 з інтервальними функціями належності, які вхо-
дять до узагальнювальної моделі в завданні моніторингу станів складних 
систем. Наведено приклади використання узагальнювальної нечіткої моделі 
типу-2 в завданні моніторингу станів артезіанської свердловини в природ-
ному середовищі. Проведено дослідження відповідності інтервального ви-
ходу узагальнювальної моделі з лінгвістичними оцінками експертів та пока-
зано адекватність рішень, прийнятих експертом. Надано рекомендації 
експертам щодо покращення прийняття рішень стосовно оцінки вихідного 
інтервалу узагальнювальної моделі.   
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Abstract. A type-2 interval generalizing fuzzy model is proposed for monitoring 
complex systems’ states. A set-theoretic approach is proposed to generalize the re-
sults of type-2 fuzzy models with interval membership functions.  The study of the 
correspondence of expert assessments to the output value of the generalizing fuzzy 
model over the observation interval is presented. Examples of the use of generaliz-
ing fuzzy model type-2 in the task of monitoring the conditions of an artesian well 
are given.  It is shown that in order to improve the quality of decisions made, the ex-
pert needs to pay attention to the value of the interval output of the generalizing 
type-2 fuzzy model. Recommendations are presented to experts to improve decision-
making regarding the estimation of the output interval of the generalizing model. 

Keywords: type-2 fuzzy model, interval membership function, set-theoretic  
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НЕЙРОННІ МЕРЕЖІ: ДОСЛІДЖЕННЯ ПРАВИЛ  

ПРИЙНЯТТЯ НИМИ РІШЕНЬ 

А.І. ПЕТРЕНКО, І.А. ВОХРАНОВ 

Анотація. Питання отримання більшої зрозумілості поведінки нейронних ме-
реж є досить актуальним, особливо у галузях із високим рівнем ризиків. Для 
вирішення цієї задачі досліджено можливості нового алгоритму декомпозиції 
DeepRED, здатного витягувати правила прийняття рішень глибинними ней-
ронними мережами з декількома прихованими шарами DNN (Deep Neural 
Networks). Дослідження алгоритму DeepRED проводилося на прикладі вилу-
чення правил експериментальної  нейронної мережі за виконання класифікації 
зображень бази даних MNIST рукописних цифр, що дозволило виявити ряд 
обмежень алгоритму DeepRED. 

Ключові слова: вилучення правил, нейронні мережі, DeepRED, машинне    
навчання, дерева рішень, графи рішень. 

ОПИС ЗАДАЧІ І СТАНУ ЇЇ РІШЕННЯ 

Натепер, нейронні мережі (NN, Neural Networks) мають дуже широкий 
спектр застосувань. Вони здатні вирішувати такі задачі, як задачі класифіка-
ції, з дуже високою ефективністю. Проте, не зважаючи на всі їх переваги, 
все ще існує проблема з можливістю використання нейронних мереж у галу-
зях із високим рівнем ризиків. У таких сферах, як медицина, фінанси та ене-
ргетика, розуміння та передбачуваність поведінки систем є дуже критични-
ми. Будь-який неочікуваний сценарій може привести до ризиків для життя 
чи здоров’я людей, або до ризику великих фінансових втрат [1, 2]. Саме то-
му, питання отримання більшої зрозумілості поведінки нейронних мереж є 
досить актуальним. 

Нейронні мережі формують свою логіку завдяки використання шарів 
нейронів. Структуру всіх нейронних мереж, в загальному, можна звести до 
одного спільного вигляду: вхідний шар, вихідний шар та набір прихованих 
навчальних шарів (рис. 1). 

Щоб подолати вказану незручність нейронних мереж, протягом остан-
ніх трьох десятиліть, детально розробляються різні способи пояснення “ло-
гіки” прийняття рішень нейронними мережами. Першим запровадженим та 
найбільш перспективним на сьогоднішній день підходом у цій галузі є ви-
лучення правил (RE, Rule  Extraction) із штучних нейронних мереж. Вилу-
чення правил — це підхід, що зосереджується на розкритті прихованих 
в мережі правил, з метою допомогти пояснити, як саме нейронна мережа 
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приходить до остаточного рішення. Такі вилучені правила можуть викори-
стовуватись для зменшення небезпеки, відстеження стабільності та відмово-
стійкості системи, перевірки та підтвердження можливості використання 
нейронної мережі для конкретної задачі, тощо. Більшість дослідників зосе-
реджуються на тому, що вилученні правила мають бути максимально зрозу-
мілими, але в той же час повинні якомога точніше імітувати поведінку ней-
ронної мережі.  

Існуючі методи вилучення правил поділяються на три групи: декомпо-
зиційні, педагогічні та еклектичні [2]. Декомпозиційні методи повністю 
спираються на архітектуру мережі і використовують активації та ваги всіх 
нейронів, включаючи приховані шари. Зазвичай ці методи аналізують кожен 
нейрон, після чого, отримані описи поведінки цих нейронів певним чином 
об’єднуються та формують правила, що імітують поведінку всієї моделі [7].  

Основними представниками декомпозиційних підходів є: метод КТ 
[10], метод на основі правил нечіткої логіки [6], поліноміальний алгоритм 
Цукімото [4], CRED [12], DeepRED [7]. 

Педагогічні методи, на відміну від декомпозиційних, не враховують 
внутрішню структуру нейронної мережі, а розглядають NN як єдину сут-
ність (чорну скриньку). Їх принцип полягає в тому, щоб витягувати правила 
шляхом прямого відображення вхідних даних у вихідні. Іншим чином, це 
можна розглядати, як добре відому задачу апроксимації, де нейронна мере-
жа виступає в ролі цільової функції, що приймає визначений набір вхідних 
параметрів та повертає певний результат класифікації. Маючи цю функцію, 
алгоритми намагаються знайти узгодженість між вхідними варіаціями та 
результатами. Найбільш популярними представниками педагогічних мето-
дів є: VIA [17] [18], TREPAN [13], BIO-RE [5], ANN-DT [3], STARE [20], 
KDRuleEx [8][9], RxREN [11]. 

Еклектичні методи представляють собою поєднання інших підходів і 
розглядають лише частину NN як чорний ящик. Оскільки визначення еклек-
тичних підходів досить розпливчасте, іноді дослідники мають різні погляди 
на те, які методи правильно відносити до еклектичних, а які ні. Двома, до-
сить відомими методами, які можна віднести до еклектичних,  є  MofN [2] та 
FERNN [15]. 

Більшість алгоритмів вилучення правил запропоновані лише для неве-
ликих нейронних мережах з одним прихованим шаром. Проте, нещодавно 
було запропоновано новий алгоритм — DeepRED, який здатен працювати з 
глибинними нейронними мережами. Цей алгоритм декомпозиції витягує 
проміжні правила для кожного шару NN, на основі чого, формує представ-
лення того, як конкретна нейронна мережа приймає рішення [7]. Він вважа-

а б

Рис. 1. Структура нейронних мереж: а — звичайної нейронної мережі, б — гли-
бинної нейронної мережі 



А.І. Петренко, І.А. Вохранов 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2023, № 2 76

ється найбільш досконалим з точки зору зрозумілості вилучаємих правил і 
їх максимального наближення до поведінки НМ. Слід визнати, що існують 
модифікації  DeepRED, які поліпшують його властивості [14]. 

Стаття організована таким чином: розділ I містить опис задачі і огляд 
стану її рішення; розділ II — огляд алгоритму; розділ IІІ — опис покращен-
ня алгоритму; розділ ІУ — експериментальні результати дослідження алго-
ритмів, а розділ V містить висновки щодо задачі, яка розглядається. 

ОПИС РОБОТИ АЛГОРИТМУ DEEPRED 

Основною сутністю будь-якої нейронної мережі є модель нейрона (рис. 2). 
Ідея нейронної моделі полягає в тому, що вхід x разом із зміщенням b зва-
жуються вагами w, а потім підсумовуються разом. Зміщення b (bias) є ска-
лярним значенням, тоді як вхідні дані x та ваги w мають векторне значення, 

тобто nx   та nw  , де n , що відповідає розмірності вхідних да-

них. Їх сума bxxz T   виступає в якості аргумента функції активації φ, 
в результаті чого, формується вихід нейронної моделі: 

 )()( bxwzy T    (1) 

Деякі поширені функції активацій та їх графічні зображення приведені 
в табл. 1. 

Вхідними даними алгоритму є навчальна вибірка даних і задані актива-
ції всіх шарів мережі. Найпопулярнішими функціями активації для глибин-
них нейронних мереж є функція активації ReLU і функція Softmax.  

Т а б л и ц я  1 . Деякі функції активацій та їх графічні зображення 
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Рис. 2. Модель штучного нейрона 
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Продовження табл.1 
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Алгоритм DeepRED було обрано в роботі, оскільки це  метод декомпо-
зиції, пристосований до аналізу глибинних нейронних мереж DNN (Deep 
Neural Networks), точніше до  MLP (Multi-Layer Perceptron) з будь-якою гли-
биною, але  без зворотних в’язків (feedback loop). Багатошаровий персепт-
рон (MLP) відноситься до багаторівневої архітектури з усіма можливими 
зв’язками між шарами, які також позначаються як повністю зв’язані шари. 
Шари, у яких немає вхідних або вихідних нейронів, називають прихованими 
шарами (рис. 1.). Алгоритм використовує апроксимаційні моделі ієрархічно 
з глибиною, пропорційною загальному числу шарів NN. Апроксимуючі мо-
делі правил прийняття рішень  мають структуру дерева, вузли якого визна-
чаються нейронами окремих шарів, а гілки якого мають значення, обчислені 
за формулою (1) для активацій нейронів, при цьому набір даних поділяється 
на менші підмножини. Для довільної мережі з k прихованими шарами зара-
ди зручності введемо позначення для кожного прихованого шару: khh ,,1  . 
Таким чином, в результаті першого кроку, отримується дерево рішень (DT), 
що описує вихідний шар мережі через активації шару kh . Наступним кро-

ком алгоритму є обробка шару 1kh . Для кожної умови із набору правил, 
отриманого на попередньому етапі, застосовується алгоритм C4.5 чи С5 
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[21, 22], щоб побудувати дерева рішень, які тепер будуть описувати шар kh  

за допомогою 1kh . Аналогічним чином, даний процес продовжується для 
кожного наступного шару, до тих пір, поки не буде отримано дерева рішень, 
що описують шар h1 через входи нейронної мережі. При цьому, під час про-
ходу алгоритму, застосовується механізм, що запобігає виконанню зайвих 
запусків C4.5. Якщо дерево рішень для опису певного випадку вже було по-
будоване раніше, наявні результати будуть просто скопійовані. Після отри-
мання DT, що описують кожен шар мережі, виконується об’єднання отри-
маних дерев разом. Усі невідповідні та зайві правила в процесі викидаються.  
В результаті формується одне дерево рішень, що описує виходи NN на ос-
нові її входів, тобто описує поведінку самої нейронної мережі. На рис. 3 зо-
бражено псевдокод реалізації DeepRED, представлений автором алгоритму в 
його роботі [7]. 

ПОКРАЩЕННЯ РЕАЛІЗАЦІЇ АЛГОРИТМУ 

Із псевдокоду, представленого на рис. 3, видно, що для ініціалізації дерев на 
першому кроці, в своїй первинній формі, алгоритм використовував набли-

Рис. 3. Псевдокод оригінальної реалізації алгоритму DeepRED [7] 
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ження типу: “IF output_i > 0,5 THEN class = i”. Основною причиною цього 
є те, що оригінальна робота була зосереджена лише на проблемі бінарної 
класифікації, де використання таких правил доцільне. Проте, якщо потрібно 
застосовувати DeepRED у задачах з багатокласовою класифікацією, таке 
наближення частіше всього буде занадто грубим. Альтернативою в даному 
випадку є побудова DT на основі активацій останнього прихованого шару та 
результатів класифікації мережі в якості вхідних та вихідних векторів відпо-
відно[14]. 

Оскільки взаємодії між шарами NN швидше мають форму графа, а не 
дерева, набагато точніший та більш виразний опис того, що відбувається в 
процесі злиття правил, забезпечує використання DDAG (Decision directed 
acyclic graph, або орієнтований ациклічний граф рішень) отриманих з DT, 
замість самих DT. Це, можна сказати, розширення до привичного дерева 
рішень. Єдиною відмінністю DDAG від DT є лише те, що він може мати 
структуру, відмінну від деревоподібної, тобто вузли можуть мати більше 
одного вхідного ребра (рис. 4). Завдяки такій структурі, DDAG має ряд пе-

реваг для вирішення даного завдання, основними з яких є економніше вико-
ристання пам’яті (що грає чималу роль при роботі в середовищі з обмеже-

ними ресурсами) та складні-
ша оцінка представлення 
правил. Також, за рахунок 
меншої кількості вузлів, що 
потрібні для представлення 
одного і того ж набору пра-
вил, порівняно з DT, DDAG 
набагато зручніші при їх ана-
лізі, оскільки мають більш 
зручну для читання форму. 

Псевдокод модифікова-
ної реалізації алгоритму 
DeepRED приведений на 
рис. 5. Спочатку будується 
DT для останньої активації 
hL, тобто обчислюються 
аргументи максимуму hL(x) 
для кожного значення Xx . 

Рис. 4. Представлення правил M-of-{A,B,C} у вигляді: а — DT, б — DDAG 

Рис. 5. Псевдокод модифікованої реалізації
алгоритму DeepRED 
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Після ініціалізації цикл for продовжує розглядати шари у зворотному 
напрямку. На кроці l створюються DT для кожного розділеного вузла в 
DDAG gl+1. Потім DTs замінюють вузли всередині DDAG, створюючи 
таким чином новий DDAG gl із вхідними даними нижнього рівня. Нарешті, 
виконується виключення незадовільних та надлишкових вузлів з умов 
відповідності всіх вхідних даних вузлів значеням їх функцій активації. 
Заміна вузла за допомогою DT виконується шляхом переключення вхідних 
ребір кореневого вузла (root) DT і підключення усіх ребер, що ведуть до 
листових (leaf)  вузлів True і False (істинних та хибних), до істинних та 
хибних ребер початкового вузла відповідно.  

РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ 

Як нейронну мережу, на якій досліджувалася задача класифікації рукопис-
них символів, взято MLP з двома прихованими шарами, розмірами в 100 та 
30 нейронів. На всіх проміжних шарах мережі використовувалася функція 
активації ReLU, а як функція активації вихідного шару застосовувалася 
Softmax. Таким чином, враховуючи розмірності вхідних та вихідних векто-
рів, використовувалася нейронна мережа з наступними розмірами всіх шарів:  

 784 — вхідний шар (відповідає вектору вхідних значень); 
 100 — перший прихований шар; 
 30 — другий прихований шар; 
 2 — вихідний шар (відповідає вектору результатів класифікації). 
Для навчання цієї експериментальної NN, з якої в ході експериментів 

вилучались правила прийняття рішень, використовувалась база даних руко-
писних цифр MNIST (Modified National Institute of Standards and Technology 
dataset) [23]. Вона містить навчальну вибірку розміром 60000 зображень та 
тестову вибірку розміром 10000 зображень. Всі зображення бази монотонні 
(у відтінках сірого різної інтенсивності) розміром 28 28 784  . Для того, 
щоб сформувати вхідну вибірку для бінарної класифікації, притаманної ал-
горитму DeepRED, із бази даних MNIST було відібрано лише зображення, 
що містять цифри 0 та 1 (рис. 6). Кожен елемент вектора вхідних значень 
приймає значення в діапазоні [0, 1], де 0 — означає порожній піксель, а 1 — 
повністю зафарбований піксель. 

ба 

Рис. 6. Зображення бази даних MNIST: а — приклади зображень вибірки, б —
перетворення зображення у вектор вхідних значень 
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Процес прийняття рішення щодо класифікації зображення з цифрою 
“1” шляхом проходження вузлами отриманого графа при вилученні правил 
ілюструється графом, який із-за своїх розмірів наданий окремо у форматі 
PDF-файла за посиланням: https://drive.google.com/file/d/1-dzEd8GsNpLp 
AlHl-zP-sQZjafxFgbs5/view?usp=sharing 

На цьому графі в даному випадку, вузол {0} відповідає результату кла-
сифікації, який стверджує, що вхідне зображення містить цифру 0, а вузол 
{1}, відповідно, що вхідне зображення містить цифру 1. Інші вузли графа, 
що відповідають за відображення правил прийняття рішень нейронної 
мережі мають вигляд правил у форматі “ ix intensity”, де ix  — це значення 
і-го елемента вектора вхідних значень, що відповідає інтенсивності відпові-
дного пікселя зображення (відповідно до рис 6, б), а intensity — це значення 
інтенсивності, вилучене з “логіки” нейронної мережі, з яким ведеться порів-
няння інтенсивності пікселя зображення. 

Порівняльні дослідження алгоритму DeepRED проводилися для випад-
ків: бінарної класифікації, класифікації з 3-ма класами та класифікації з 4 ма 
класами. Відповідні результати перших двох запусків алгоритму наведені 
у табл. 3 та табл. 4. У них використано такі показники для порівняльного 
аналізу: 

 DDAG fidelity — точність класифікації DDAG відносно класифікації 
NN на тестовій вибірці; 

 DDAG accuracy — точність класифікації DDAG відносно еталонних 
значень тестової вибірки; 

 DDAG recall — точність класифікації DDAG відносно класифікації 
NN на навчальній вибірці; 

 final DDAG size — розміри фінального графа вилучених правил; 
 DDAG size before pruning — розмірами графа рішень, перед вида-

ленням зайвих правил. 
З таблиць видно, що складність алгоритму значно зростає зі збільшен-

ням кількості класів, а також зі збільшенням кількості шарів NN та їх розмі-
рів завдяки  зростанню розмірів побудованих DDAG, що призводить до рос-
ту обчислювальної складності. Окрім того, кінцеві результати сильно 
залежать від того, як буде ініціалізовано дерево на першому кроці.  

Т а б л и ц я  3 . Результати запусків Deep RED у випадку бінарної кла-
сифікації (зображення з цифрами 1 та 3) 

Конфігурація
MLP 

NN  
accuracy 

DDAG 
fidelity 

DDAG 
accuracy 

DDAG 
recall 

Final 
DDAG 

size 

DDAG 
size before 

pruning 
MLP(20) 0.9995 0.9674 0.9748 0.9669 26 27 
MLP(50) 0.9995 0.9646 0.9753 0.9732 16 16 

MLP(100) 0.9991 0.9655 0.9711 0.9698 20 20 
MLP(300) 0.9995 0.9734 0.9739 0.9713 18 18 

MLP(50,25) 0.9986 0.9347 0.9608 0.9546 46 51 
MLP(100,30) 0.9995 0.9669 0.9776 0.9722 28 43 

MLP(300, 150) 0.9995 0.9757 0.9795 0.9693 19 19 
MLP(50, 25, 9) 0.9986 0.9618 0.9734 0.9650 11 14 
MLP(100,50,30) 0.9936 0.9417 0.9548 0.9522 65 69 
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Т а б л и ц я  4 . Результати запусків Deep RED у випадку класифікації з 
3 класами (зображення з цифрами 0, 1, 2) 

Конфігурація 
MLP 

NN  
accuracy 

DDAG 
fidelity 

DDAG 
accuracy 

DDAG 
recall 

Final 
DDAG 

size 

DDAG 
size before 

pruning 
MLP(20) 0.9930 0.9005 0.8967 0.8888 88 113 
MLP(50) 0.9946 0.8599 0.8590 0.8579 91 109 

MLP(100) 0.9939 0.8815 0.8770 0.8778 109 132 
MLP(300) 0.9936 0.8561 0.8513 0.8557 87 163 

MLP(100,30) 0.9940 0.7353 0.7426 0.7252 214 451 
MLP(300,150) 0.9952 0.5329 0.3943 0.3942 147 328 
MLP(50, 25, 9) 0.9942 0.8780 0.6222 0.6143 123 332 

MLP(100,50,30) 0.9959 0.7925 0.4559 0.4499 134 357 
 

ВИСНОВКИ 

У процесі дослідження алгоритму DeepRED виявлено, що один із найбільш 
перспективних способів його використання — це застосування в поєднанні 
з процесом навчання нейронної мережі. За рахунок того, що вилучення пра-
вил проводиться безпосередньо під час навчання мережі, з’являється краще 
розуміння того, як та чи інша зміна в архітектурі NN впливає на отримані 
результати. По-суті, при правильному використанні результати вилучення 
правил можуть бути застосовані у вигляді додаткового критерія оцінки яко-
сті навчання.  

На сьогоднішній день, вимірювання точності результатів класифікації 
на тестовій вибірці — це ледь не єдиний критерій, яким керуються під час 
навчання нейронних мереж. Але насправді, ця точність не завжди в повній 
мірі відображає те, наскільки добре пройшов навчальний етап. Якщо в одна-
кових умовах з однієї мережі вдається вилучати чіткі та лаконічні правила, а 
з іншої — дещо ускладнені та заплутані, і, при цьому, точність у них одна-
кова, логічніше буде віддати перевагу першій, оскільки, в загальному ви-
падку, вона буде більш передбачувана. 

Опираючись на результати, що були отримані в рамках проведених 
практичних експериментів, можна сказати, що вилучення правил з нейрон-
них мереж за допомогою декомпозиційного алгоритму DeepRED виглядає 
досить перспективно. Вилучені за допомогою алгоритму правила мають до-
сить зрозумілу форму та відносно не складні при їх аналізі. Особливо вда-
лим рішенням, хотілося б відмітити ідею покращення алгоритму, за рахунок 
розширення дерев рішень до графів рішень (DDAG). Це дозволило сильно 
полегшити можливості читання отримуваних правил. Звісно, варто також 
зазначити, що проблеми зі зручністю аналізу вилучених правил все ще бу-
дуть актуальними при досить великих розмірах DDAG, але як уже відміча-
лось, такі алгоритми постійно балансують в рамках компромісу точності та 
зрозумілості результатів.  
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Підсумовуючи все, можна зробити висновок, що вирішувати повноцін-
но задачу вилучення правил з нейронних мереж, у тій формі, у якій 
DeepRED представлений на даний момент, все ще досить проблематично. 
Основною проблемою, яка сильно ускладнює можливість його масового ви-
користання, є проблема універсальності. За рахунок того, що алгоритм здат-
ний працювати лише з MLP, відсіюється дуже велика частка можливостей, 
щодо застосування нейронних мереж у критичних сферах. Адже, на сього-
днішній день, найбільш перспективними нейронними мережами, для вирі-
шення складних задач є мережі, що мають архітектуру, складнішу за MLP. 
Проте, в той же час, варто розуміти, що DeepRED — це найкращий деком-
позиційний алгоритм для вилучення правил, серед тих, що існують на даний 
момент. При цьому, сама ідея, на якій засновано даний алгоритм, виглядає 
перспективною, і, схоже на те, що можливостей щодо її покращень ще до-
сить багато. Зокрема чекає вирішення проблеми з сильною залежністю від 
етапу початкової ініціалізації дерева і ообота над подальшої оптимізацією 
розмірів графів рішень, наприклад, за рахунок використання вузлів M-of-N. 
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ers, are explored in the paper. The study of the DeepRED algorithm was carried out 
on the example of extracting the rules of an experimental neural network during the 
classification of images of the MNIST database of handwritten digits, which made it 
possible to reveal a number of limitations of the DeepRED algorithm. 

Keywords: rule extraction, neural networks, DeepRED, machine learning, decision 
trees, decision graphs. 



 

 O.G. Nakonechnyi, G.I. Kudin, P.M. Zinko, T.P. Zinko, 2023 

86                                    ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2023, № 2 

TIДC  

МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ, ОПТИМАЛЬНЕ 

УПРАВЛІННЯ І ТЕОРІЯ ІГОР 

UDC 519.711 
DOI: 10.20535/SRIT.2308-8893.2023.2.07 

GUARANTEED ROOT-MEAN-SQUARE ESTIMATES OF THE 

FORECAST OF MATRIX OBSERVATIONS UNDER CONDITIONS 

OF STATISTICAL UNCERTAINTY 
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Abstract. We investigate the problem of linear estimation of unknown mathematical 
expectations based on observations of realizations of random matrix sequences. 
Constructive mathematical methods have been developed for finding linear guaran-
teed RMS estimates of unknown non-stationary parameters of average values based 
on observations of realizations of random matrix sequences. It is shown that such 
guaranteed estimates are obtained either as solutions to boundary value problems for 
systems of linear differential equations or as solutions to the corresponding Cauchy 
problems. We establish the form and look for errors for the guaranteed RMS quasi-
minimax estimates of the special forecast vector and parameters of unknown aver-
age values.  In the presence of small perturbations of known matrices in the model 
of matrix observations, quasi-minimax RMS estimates are found, and their guaran-
teed RMS errors are obtained in the first approximation of the small parameter 
method. Two test examples for calculating the guaranteed root mean square esti-
mates and their errors are given. 

Keywords: matrix observations, linear estimations, guaranteed RMS estimates, 
guaranteed RMS estimate errors, quasi-minimax guaranteed vector estimates, differ-
ence equation, small parameter method, matrix perturbation. 

INTRODUCTION 

This article examines estimates of unknown mathematical expectations based on 
observations of realizations of random matrix sequences. Scientific publications 
[1–14], in which estimates of distribution parameters were studied, are devoted to 
the problems of matrix sequence statistics. We formulate and solve new problems 
of estimating the mean values of random matrix sequences. Under the condition 
that the mean values belong to sets of a special form, we have developed con-
structive algorithms for guaranteed root-mean-square estimates of the mean val-
ues. It is shown that such estimates can be obtained either as solutions of bound-
ary value problems for a system of linear differential equations, or as solutions of 
the corresponding Cauchy problems. In the case of the dependence of the average 
values on a small parameter, asymptotic distributions were obtained both for the 
guaranteed estimates and for the guaranteed root mean square errors of such esti-
mates. 
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STATEMENT OF THE PROBLEM 

We consider matrix observations of the form: 

   1,0   , )(  NkkxY kkk ,  (1) 

where ,1,0  ),()())(( 1   NkkxkAkx ss
m
sk  

1,0    ,,1    ,)(   NkmsHkA pns   are known matrices; 

pnH    is the space of matrices pn  dimensions;  

Nkkxkxkx T
m ,0,))(),...,(()( 1   are unknown vectors, belonging to a 

limited set 

 },1  )(  :,0),({ 221
0  

 k
N
k qkfNkkxG  

  , 1,0   ),()1()(  Nkkxkxkf  

(to simplify the calculations, we assume that )0(x   is known vector and, without 

limiting the generality, we put 0)0( x ); 

1,0,2  Nkqk    are known positive real numbers; 

T    is a transposition symbol; 

1,0    ,   NkH pnk   is a sequence of random matrices. 

It is assumed that the average value of the random matrices  1,0  ,  Nkk  

is equal to the null matrix, i.e. 0kE  E(  is a symbol of mathematical expecta-

tion), and correlation matrices 1,0   ,   NkHR nnk  are known and determined 

by relations 

 1,0   ,2,1    , ,,,, 2121   NkiHZZZRZZE pnikkk , 

where   )(, T
ikik ZspZ   is a scalar product of matrices.  

Let’s introduce linear operators that act from space lR  into space pnH  : 

   ,1,0,)( 1   NkzUzU iik
l
ikk  

 pnik HU  ,  )( 1 lkkk UUU  ,   Tlzzz ,,1  ,  ,1,0  ,,1  Nkli  

and operators conjugated to them )()(*
kkk YU : 

 ,),,,,()()( 1
* T

klkkkkkk YUYUYU   

 pnik HU  ,  pnk HY  ,  ,,1 li   .1,0  Nk  

It is necessary to evaluate the vector )(NVx ,  where .mlHV   

Definition 1. A vector )(NVx   of the form 

  
 cYUNVx kkk

N
k ))(( )( *1

0
  
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 ,),,,,( 1
1
0 cYUYU T

klkkk
N
k  
   lRc  

is called a linear estimate of a vector  )(NVx . 

Definition 2. The value 

    
2

10
2 max),,(












  NVxNVxEUU

G
N


 

is called the guaranteed root mean square (RMS) error of the linear estimate 

)(NVx


. 

SOLVING THE PROBLEMS OF LINEAR ESTIMATION OF THE FORECAST 

OF MATRIX OBSERVATIONS. 

І. Let’s introduce vectors ,  )( mRkz   Nk ,0  , which are solutions of the differ-
ence equation: 

 ,  , )(   ,0,1   ,))(()1()( * lT
kkk RaaVNzNkaUkzkz    (2) 

where  1,0,*  Nkk  are operators conjugated to k . 

Denote by ),(kzi  li ,1  the solutions of the difference equation (2) at iea  , 

where liei ,1  ,     are the base vectors of space lR , and also enter the matrix Z :  

 ; )(
,1, ljiijzZ    ;))1(),1(( 21

0


  k
jiN

kij qkzkzz  .,1, lji    (3) 

The vectors    ,1 kz i  li ,1  finds from the difference equations: 

 ,)(    ),( )1()( )(i
iiii VNzkbkzkz    (4) 

where   ,),(,,),()(     1
T

ikmik
i UkAUkAkb    

 T
imii VVV ),,( 1)(  ,     .1,0   , ,1  Nkli  

There is a formula 

 .1,0  ,,1  ),()1(
)1(

1
)(  




NklijNbVkz i

kN

j
i

i   (5) 

Statement 1. Let GNkkx  ,0),( ,  then the following equality holds: 

 .,)),(),((max),,(    1
1
0

22/1

1
10

2  




 ikikk

l
i

N
k

a
N UURacaZaUU  

Proof. Fair equality: 

  




2
*

1

0

2

)))((()(())(()()( ckxUNVxNVxNVxE kkk

N

k


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  

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0 )( kkk

N
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



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
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


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N

k

T

a
 

  

    1

1
0 , ikikk

l
i

N
k UUR  
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2
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01 







 




caaUkxNxaV kkk

N

k

T

a
+ 

 .,    1
1
0  

 ikikk

l
i

N
k UUR  

Since 

  
 )))(),(())1(),1((())(),(())(,( 1

0 kxkzkxkzNxNzNxaV N
k

T  

 = )),(),1(())()),( )1((( 1
0

1
0 kfkzkxkzkz N

k
N
k  



  

then, considering that ))(()()1( * aUkzkz kkk  we get that 

  

2

10
2 )()(max),,( NVxNVxEUU

G
N


 

 =    







   1

1
0

21
0

1
,)),()(),1((maxmax ikikk

l
i

N
k

N
k
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UURcakfkz  

 .,)),())1( ((max    1
1
0

22/1221
0

1
 








ikikk

l
i

N
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N
k

a
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From the fact that equalities are fulfilled  

 ), ()),(),())1( ),1((())1( ( 21
01,

221
0 aZaqeaeakzkzqkz k

jijiN
k

l
jik

N
k  




 , 

we conclude that the statement 1 is correct. 
Corollary 1. There is an equality: 

 ,0ˆ,ˆ ,ˆ)ˆ()()(maxmin  1
1
0max

2

, 
 


 cUURZNVxNVxE ikikk

l
i

N
k

GcU

  

where )ˆ(  , )( ˆ
,1, UzzzZZ ijijljiij   ,  )ˆ(max Z  is the maximum eigenvalue of 

the matrix Ẑ , and pnik HU ˆ , ,,1 li   1,0  Nk  are found from the condition: 

 ).,,(minArg)ˆ;1,0,,1,ˆ( 10
2

1,0,,1,;   



 N

NkliUc
ik UUcNkliU

ik

 

Corollary 2. Let 1l . The estimation error )),(,( NxV  where mRV   is an 
arbitrary vector, is as follows: 

  

2

10
2 )()(max),,( NVxNVxEUU

G
N

  
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 ,,)1(  2
 11 

1
0

221
0 cUURqkz kkk

N
kk

N
k  




  

where Nkkz ,0, )(   is a solution of the difference equation )(kz  

 ),()1( 1
*

kk Ukz   ,)(  ,0,1 VNzNk   for this case .0с̂   

Statement 2. Let’s put the parameter  1l   in the statement 1, then: 

1) guaranteed root mean square estimate for   )(1 NxV  has the form: 

  ) ˆ( )( 1
1
01

T
kk

N
k YUspNxV 
 ; 

2) the guaranteed root mean square error of the linear estimate   )(1 NxV


 has 

the form: 

 )),((),...,( )1(1,110
2 VNpUU N  


, 

where 1,0   )),((1  


NkkpRU kkk ;   
kR   is a pseudo-inverse operator;  

Nkkp ,0),(    are vectors that are determined from the system of equa-
tions: 

 
   










 ,0)0(     ,1,0  ),1()()1(

,)(       ,0,1  ,ˆ)1()(

2

11
*

pNkkzqkpkp

VNzNkUkzkz

k

kk
  (6) 

Proof. Let’s define kU1
ˆ  1,0  Nk  from conditions: 

 0)
~

,...,
~

( 011  00
2 

  NNUU
d

d ,  for  1,0  ,
~

 Nkk . 

There is an equality: 

 011  00
2 )

~
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~
(

2

1
 

 NNUU
d

d = 

  



 kkk

N
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N
k URqkzkz

~
,  ))1(~ ),1((  

1
0

21
0 , 

where .1,0   ,0)(~    ),
~

()1(~)(~
  

*  NkNzkzkz kk  

If input the vectors NkRkp m ,0 ,)(  , which are solutions of difference 
equations 

 ,0)0(    ,1,0   ),1( )()1( 2   pNkkzqkpkp k  

then we will get: 

  



 )))()1((),1(~(())1(~ ),1(( 1

0
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0 kpkpkzqkzkz N
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N
k  

  
 ))()),1(~)(~((1

0 kpkzkzN
k  

 .
~

)),(( ))(),
~
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1
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0  



 kk

N
kkk

N
k kpkp  

As a result, we get equality: 

 , 0
~

,)))(((   1 
1
0  

 kkkk
N
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from which the representation derives  

 ,1,0   )),((ˆ
1   NkkpRU kkk  

which had to be shown. 

Solution of the boundary value problem (6) 

One of the options for solving the boundary value problem (6) is the possibility of 
reducing it to the solution of the Cauchy problem for vectors Nkkp ,0   ),(  . 
This requires solving the Cauchy problem for the first equation of system (6). 
Then, after substituting the result into the second equation of the system, solve the 
Cauchy problem for the required vectors .,0  ),( Nkkp    

It is also possible to use the homogeneity of the considered problem for the 

required vectors Nkkp ,0  ),(  . This requires the use of a base miei ,1  ,   of the 

vector space mR . Expansions of vectors ),(kz  Nkkp ,0  ),(   in this basis have 
the form: 

 ),()( 1 kzxkz ii
m
i   ,,0    ),()( 1 Nkkpxkp ii

m
i     (7) 

where the vectors miNkkzkp ii ,1  ,,0  ),(  ),(   are defined as solutions of m  
boundary problems: 
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T
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
 

Unknown coefficients mixi ,1 ,    in the expansions (7) are found as solu-
tions of the system of linear algebraic equations that ensure the fulfillment of the 
boundary condition :)( VNz   

 .)(1 VxNz ii
m
i    

According to the distribution of vectors Nkkp ,0  ),(   (formula (7)), the 

expressions for the matrices 1,0    )),((ˆ 1   NkkpRU kkk   of the required es-

timate  )(NVx


 are obtained. 
Another possibility of solving the boundary value problem (6) is to reduce it 

to a difference boundary value problem of the second order with respect to vec-
tors Nkkp ,0  ),(   and to find a general solution to the obtained problem. Arbi-
trary constants of the general solution are determined from the boundary condi-
tions of problem (6). 

II. Let’s introduce vectors )(ˆ kp , ),(ˆ kx  Nk ,0    , that are the solutions of 
the system of difference equations: 

 





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k
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Remark 1. If we take into account that the equality holds 

 ),(ˆ))(),...,(()))(ˆ( ( 1
* kxFYRAspYRAspkxYR k

T
kk

T
mkk

T
kkkk    

then we can find the solution of linear differential equation system (8) according 
to the solution scheme of linear differential equation system (6).  

Statement 3. The following equality holds 

 ).),(ˆ()( VNxNVx    (9) 

Proof. For a guaranteed estimate, the following relations are fulfilled: 

 ))(),(()),((,ˆ)( *1
0

1
0

1
0 kkk

N
kkkk

N
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N
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
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

  . (10) 

Let’s denote 1,0  ),1(ˆ)(ˆΔ  Nkkpkpk . Then 

 )))(ˆ((Δ)( ** kxRYR kkkkkkk   . 
Hence  

 ))))(ˆ((),(()Δ),(())(),(( ** kxRkpkpYRkp kkkkkkk   . 

Now we sum up both parts of the last equality: 
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and calculate the first term on the right-hand side: 
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The required equality (9) follows from formulas (10)–(12). 
Remark 2. The system of equations (8) can be obtained by solving the min-

imization problem of the function 
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III. Below we consider the case when the set G  is in the space of possible 

values ))(,),0(( Nxx  , ,))(),...,(()( 1
T

m kxkxkx   Nk ,0   is unbounded and has 
the form: 
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where 1,0,2  Nkqk   are known positive real numbers. 

It is necessary to determine the guaranteed root mean square error: 

 ,)()(max),,(σ

2
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2 NVxNVxEUU

G
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   lRc . 

Let’s introduce vectors lRkz )(  1,0  Nk , that are solutions of differ-
ence equations 
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and the set   }. 0)0(:1,0  ,,1   ,{  zNkliUU ik   

Statement 4. 

1) If UNkliUik  1,0  ,,1, , then 
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2) If UNkliUik  1,0  ,,1, , then 
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Proof. 

1) If   1,0  ,,1, UNkliUik  , then we obtain the formula (13) simi-
larly to the statement 1; 

2) If  ,UUik  then there may exist a   such that 

 0)0()0(  aazz  by ikU  ,  . 1,0  ,,1   Nkli  

Therefore, given unbounded of the set ,G  we obtain the relation: 
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IV. We present a guaranteed linear RMS estimate of the scalar product 
))( ,( Nxa   according to matrix observations of the form 

 1,0    ,))((  NkkxY kkk , 

through the solutions of the Cauchy problem for linear differential equations. 
Denote by ,...2 ,1 ,0  , kVk  the sequence of linear operators of the form: 

 ,)( 1
*

1   kkkkkkk PPRV  
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where matrices kP  are solutions of difference equations: 

 ,)( *
1

*
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 ,...2 ,1 ,0   ,0   , 1
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 kPIqQ mkk  

Statement 5. The equality holds 
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where Nkkz ,1),(   are the solutions of difference equations: 
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Moreover  
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G
   

Proof.  Let’s solve the problem of optimal system control: 

 0,1,)(    ),()1()( *  NkaNzUkzkz kk  

with the criterion 

  



 kkk

N
kk

N
kN UURkzkzQUUJ  ,))1( ),1((),...,( 1

0
1
010  

by the method of dynamic programming. 
Let’s introduce the Bellman function  

 ,)1(   ], ,))1(),1(([min)( 00
,...,0

xkzUURizizQxB iii
k
ii

k
i

UU
k

k

   

for which the Bellman equation holds 

   .0)(   ], ,)()([min),()( 1
*  

 
xBuuRuxxBxxQxB kkk

Hu
kk

pn

 

 1,1  Nk  

(by definition we consider that ).01
0 

k  

We find the function )(xBk  in the form ). ,()( xxPxB kk   Let’s choose the 

matrices 1,1  ,  NkPk  so that the Bellman equation holds true. After appro-
priate transformations (similarly as it is done, for example, in [15]) we obtain the 
expressions for 1,0   ,  ,  ,ˆ  NkPVU kkk . 

It is obvious that .)))( ,())( ,(((max),()( 2
11


NxaNxaEaaPxB

G
NN    

Statement 6. For a guaranteed linear RMS estimate of the scalar product the 
following representation takes place 

 )),( ̂,())( ,( NxaNxa 


 

where the vector )(ˆ Nx  is a solution of difference equations 

 .0)0(ˆ   ,1,0  )),(ˆ((  )( ̂ )1(ˆ *  xNkkxYVkxkx kkk   (14) 
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Proof. Since equalities are fulfilled: 

 ,1,0    , )1(ˆ  NkkzVU kk  

then )),1((,ˆ *1
0

1
0 kk

N
kkk

N
k YVkzYU  



 . 

Expressions take place:  

 ;))(ˆ()(ˆ)1(ˆ ** kxVkxkxYV kkkk   

  



 ))(ˆ)1(ˆ),1(()),1(( 1

0
*1

0 kxkxkzYVkz N
kkk

N
k  

 )));(ˆ(),1(( *1
0 kxVkz kk

N
k  
  

  



 ))(ˆ,())(ˆ),()1(())(ˆ)1(ˆ),1(( 1

0
1
0 Nxakxkzkzkxkxkz N

k
N
k  

  



))(ˆ)),1((())(ˆ,( *

1

0

kxkzVNxa kk

N

k

 

 )))(ˆ(),1(())(ˆ,( *1
0 kxVkzNxa kk

N
k  
 .  

From here we get the necessary equality. 
Remark 3. The vector )(ˆ Nx  is found as a solution of the linear difference 

equation (14). It is possible to obtain the vector )(ˆ Nx  even if the vectors 

1,0   ),(ˆ  )1(ˆ)(  Nkkxkxkf  are random and uncorrelated ,0)(( kEf  

.1,0  ,)()( 2  NkqkfkEf k
T  The given estimators are such that minimize the 

root mean square error in the category of linear estimators. 
V. Definition 3. The vector 

 T
klkkk

N
k YUYUNVx ),ˆ,,,ˆ()( 1

1
0  


 , 

which components are calculated according to formulas 

   1,0   ,,1    )),((ˆ   NklikpRU ikkik , 

and   )(kp i   are vectors that are determined from the systems of difference equations 

        

       








 ,0)0(       ),1()()1(

,)(       ),ˆ()1()(
2

*

iikii

iiikkii

pkzqkpkp

VNzUkzkz
 

 1,0     ,,1  Nkli . 

is called the quasi-minimax guaranteed estimation of the vector 

 T
klkkk

N
k YUYUNVx ),,,,()( 1

1
0  




. 

Statement 7. For the guaranteed root mean square error of quasi-minimax 
estimates there is equality: 

 ,ˆ,ˆ)ˆ()ˆ,,ˆ(  1
1
0max10

2  

 ikikk

l
i

N
kN UURZUU  

where ,))1(ˆ),1(ˆ(ˆ  ,)ˆ(ˆ 21
0,1,


  kii

N
kijmjiij qkzkzzzZ  mji ,1,  , and ele-

ments  ,)1(ˆ kzi  mi ,1  are found as solutions of difference equations: 
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 ,)(ˆ   ,1,1  ),(ˆ )1(ˆ)(ˆ )(iiiii VNzNkkbkzkz   

 ,)ˆ),(,,ˆ),(()(ˆ
1

T
ikmiki UkAUkAkb   

 T
imii VVV ),,( 1)(  ,     .1,1  ,,1  Nkli  

Finding elements mjizij ,1,,ˆ    of the matrix Ẑ  is carried out according to 

the algorithm for calculating elements of matrix Z (formulas (3)–(5)). 

Quasi-minimax RMS estimates for small matrix perturbations. 

Assume that the known matrices of model (1) have the form: 

 pnsss HkAkAkA  )()()( )1()0( , 1,0   ,,1   Nkms , 

where  1R is small parameter; and the operators are as follows: 

 ))(())(())(( )1()0()( kxkxkx kkk   , 

where .1,0  ),()())((  ),()())(( )1(
1

)1()0(
1

)0(   NkkxkAkxkxkAkx ss
m
skss

m
sk  

We determine the effect of small perturbations of the matrices on the esti-
mates, as well as on their errors, using the results presented in statement 3.  

Statement 8. Quasi-minimax guaranteed estimation of the vector )(NVx  
within the framework of the first approximation of the small parameter method 
has the form: 

 ,),ˆ,...,,ˆ()( )()(
1

1

0

T
klkkk

N

k

YUYUNVx  



  

where ,)(ˆˆˆ )1()0()(
pnikikik IoUUU 

   

pnpn HI     is the matrix, all elements of which are equal to one, 

   )),((ˆ )0()0()0( kpRU ikkik    

     1,0  ,,1  )),(())((ˆ )0()1()1()0()1(   NklikpRkpRU ikkikkik , 

and vectors   )()0( kp i , Nkli ,0  ,,1   are defined as solutions of boundary value 

problems: 

   ,)(        ))),(( ()1( )(
)0()0(

)(
)0()0()0(

)(
)0(

)(

*

iiikkkii VNzkpRkzkz    

 ,0)0(   ),1()()1( )0()0(
)(

2)0(
)(

)0(
)(  

iikii pkzqkpkp     1,0 ,,1  Nkli , 

 –)))(( ()1()( )1(
)(

)0(
 

)0()1(
)(

)1(
)(

*
kpRkzkz ikkkii    

      ,0    ))),(( ()))(( ( 1
)(

)0(
)(

)1(
 

0)0(
)(

)0(
 

)1( **
  NzkpRkpR iikkkikkk  

     ,0)0(   ),1()1( )1(
)(

)1(
)(

2)1(
)(

1
)(  

iikii pkzqkpkp   1,0 ,,1  Nkli . 
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Statement 9. There is the equality for the guaranteed root mean square error 
of quasi-minimax estimates within the framework of the first approximation of 
the small parameter method: 

 .ˆ,ˆ)ˆ()ˆ,,ˆ(σ )()(
 1

1
0

)(
max

)(
1

)(
0

2  









ikikk

l
i

N
kN UURZUU  

Here ,)(ˆˆˆ )1()0()(
pnikikik IoUUU 

     1,0  ,,1  Nkli , and the expres-

sion for the matrix )(ˆ Z  has the form 

 , )(ˆˆˆ )1()0()(
mmIoZZZ 

   

where ;))1( ˆ),1(ˆ(ˆ  ,)ˆ(ˆ 2)0()0(1
0

)0(
,,1,,

)0()0( 
  kji

N
kjimjiji qkzkzzzZ  

           .))1(  ˆ),1(ˆ(2ˆ   ,)ˆ(ˆ 2101
0

1
,,1,,

11 
  kji

N
kjimjiji qkzkzzzZ  

The vectors     ,1ˆ 0 kzi  1,0  ,,1  Nkmi  are found as solutions of zero-
approximation difference equations: 

  ;)(    ),(ˆ )1(ˆ)(ˆ )0()0()0()0(
iiiii VNzkbkzkz    (15) 

 ;
)0()0(

,,
)0()0(

1
)0(  ),( ),()(ˆ

T

ikmAiki UkUkAkb
















 


 

  
T

imii VVV ),,( 1  ,    1,0  ,,1  Nkli , 

and vectors   1,0  ,,1  ),1(ˆ 1  Nkmjkz j  are found as solutions of first ap-

proximation difference equations: 

           ;0)(     ),(ˆ )1(ˆ)(ˆ 1111  Nzkbkzkz jjjj   (16) 

  T
jkmjkj UkAUkAkb )ˆ),(,,ˆ),(()(ˆ )0()1()0()1(

1
)1(  

   1,0  ,,1,)ˆ),(,,ˆ),(( )1()0()1(0
1  NkljUkAUkA T

jkmjk . 

Finding the solutions of differential equations (15), (16) is carried out ac-
cording to the algorithm for calculating elements of matrix ljiijzZ ,1,)(   (formu-

las (3)–(5)). 
Example 1. Let the matrix observations have the form: 

 ;   ,0,))(()( NkkxY kkk     (17) 

     )),(())(())(( 10)( kxkxkx kkk     (18) 

where )()())((      ),())(( )1()1()0()0( kxkAkxkxAkx kk  , 

 Nk
k

kAIA ,0  ,
00

0
)(    , )1(

2
)0( 








 , 1R   is a small parameter; 

 1 )( Rkx  ,  1,0  Nk  and belong to a bounded set G : 
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 }; )()1(  :,0),({ 2
1

21
0


  qkxkxNkkxG N

k  

 ,0   ,22 NkHk    is a sequence of random matrices. 

It is assumed that the average value of the random matrices  1,0  ,  Nkk  

are equal to the zero matrix, and is the correlation matrices ,  2
2
0 IqRk   

1,0  Nk . 

The guaranteed RMS estimate )(ˆ Nx  has the form:  

 ,,ˆ )(ˆ )(1
0  

 kk
N
k YUNx  (19) 

where 1,0   )),((ˆ )()(2
0

)(   NkkpqU kk ; 

Nkkp ,0),()(   are values that are determined from the system of differ-
ence equations: 

 













.0)0(  ,1,0  ),1()()1(

;1)(  ,1,1  ),()(),()1()(
)()(2

1
)()(

)()()()(2
0

)()(

pNkkzqkpkp

NzNkkpkAkAqkzkz
(20) 

Applying the small parameter method for solving problems (19), (20), we in-
troduce the following notation: 

 1,0     ,)()1()0(ˆ
22

ˆ)(  
 NkIoUU kUkk


, 

   ) ))(( ))(((   , ))(()0( )0()1()1()0(2
01

)0()0(2
0 kpkpqUkpU kkkkqk  





 , 

 ),()()()(    ),()()()( )1()0()()1()0()(   okzkzkzokpkpkp  

where   ),(0 kp  Nk ,0   are the values of the zero approximation of the small 
parameter method, which are defined as solutions of the boundary value problem: 

 

,1,0    ,2                    

,0)0(    ),1()()1(

,1)(   ),( )1()(

2
0

)0()0(2
1

)0()0(

)0()0()0()0(













 Nkq

pkzqkzkp

Nzkpkzkz

  (21) 

and Nkkp ,0  ),()1(    are the values of the first approximation of the small pa-
rameter method, which are defined as solutions of the boundary value problem: 

 










.1,0  ,0)0(     ,)1()()1(

,0)(     , )(    )()1()(
)1()1(2

1
)1()1(

)1()0()1()1()1(

Nkpkzqkpkp

Nzkpkkpkzkz
  (22) 

Solution of the boundary value problem (21) of zero approximation 

The boundary value problem (21) reduces to a boundary value problem for values 

  Nkkp ,0     ,)0(  : 

  ,0)0(       ,0)()1()2()2( )0()0()0()0(  pkpkpqkp  

 ,)1()( 2
1

)0()0( qNpNp    (23) 
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 .2   ,2,0 2
0

2
1

 qqqNk  
The general solution of the corresponding homogeneous system has the 

form: 

 .2/42     ,  )( 2
21

)0(
0 





   qqqCCkp kk  

Taking into account the boundary conditions, the solution of the boundary 
value problem (23) is as follows: 

 )).1()1/((    ,)  ()( 122
111

)0(
0   NNkk qCCkp  

Therefore, in the zero approximation of the small parameter method, expres-
sions are obtained: 

 . 1,0      , )()0( )0(2
0 

 NkkpU qk


  (24) 

The guaranteed RMS estimate in the zero approximation of the small pa-
rameter method has the form: 

 ) (,  )(ˆ )0(1
01

2
0

)0( kk
k

N
k YACqNx 


  ,  (25) 

and the error of this estimate is as follows: 

 ,)}({})](ˆ)([{max 2/1)0(2/12 NpNxNxE
G

   (26) 

where  
)/1()1(

)/1(
)(

12

122
10









N

Nq
Np . 

The representation of the estimation error in the zero approximation by for-
mula (26) allows one to notice a decrease in its value with an increase in the 

quantity of observations, as well as to establish a limit value )()0( Np : 

 .
2

)211(
)(lim

2
0

2
12

1
)0( qq

qNp
N






  

Solving the boundary value problem (22) of the first approximation 

The boundary value problem (22) is reduced to a boundary value problem for 

values  ,0  ),()1( Nkkp  : 

  , ) (  )()1()2( )1()1()1( kkkkpkpkp    (27) 

 2,0,0)1()(  ,0)0( )1()1()1(  NkNpNpp . 

The partial solution of the inhomogeneous equation (27) is represented by 
formulas with undefined coefficients: 

 ,,0    , )   ()   ()( 32
2

132
2

1
)1(

part NkDkDkDBkBkBkp kk    

which have the form: 

 ,0   ), 1/()13(   ), 1/( 3
22

12
2

1  BBBB  

 .0   ,    , 32211  DBDBD  



O.G. Nakonechnyi, G.I. Kudin, P.M. Zinko, T.P. Zinko 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2023, № 2 100

The general solution of the inhomogeneous equation (27) has the form: 

 ,,0    ),()(  )( 2
2

121
)1( NkkBkBFFkp kkkk    

where arbitrary constants are determined from boundary conditions (27). 
The solution of the boundary value problem (27) is as follows:  

 ,,0   , )(] )([)( 2
2

11
)1( NkkBkBFkp kk    

where 

















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

)/1(1

)/1(
)()1(])1([

)1(

1
 

12

12

21211 N

N

NBNBNBNBF . 

Thus, expressions are obtained for the corrections of the first approximation 
of the small parameter method: 

 ,1,0     ), )()()(()1(ˆ )0()1()1()0(2
0   NkkpkAkpAqUk  

 ,),1(ˆ)(ˆ 1
0

)1(  
 kk

N
k YUNx  

 ).(] )([)( 2
2

11
)1( NNNBNBFNp    (28) 

The guaranteed root mean square error in the first approximation of the 
small parameter method is represented by the formula: 

 ),()1()0()( 222  o  

where ,
))/1(1(

))/1((

)1(
  )0(

12

122
12






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
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N

Nq
 

   )())(()()1( 2
2

11
12 NNNBNBFNp  . 

Remark 4. It is worth noting that when using formula (28), it is necessary to 
take into account the specific values of the model parameters of the observation 
problem , , , , 10 qqq  as well as the number of observations N , namely: order of 

magnitude  12  a smaller than order of magnitude )0(2 . 

The extended possibilities of applying the small parameter method can be 
seen in the following example for other small perturbations of the known matrices 
in the model of the observation problem. 

Example 2. Let the matrix observations have the form represented by for-
mulas (17), (18), but with other matrices of small perturbation: 

    .1,0  ,
00

01
 1 








  NkakA k   (29) 

Let’s find the decomposition for the small parameter of the guaranteed value 
estimate ),(Nx  as well as its errors. 

As in example 1, the guaranteed RMS estimate )(ˆ Nx  has the form:  

 ,,ˆ)(ˆ )(1
0  

 kk
N
k YUNx   (30) 

where 1,0   )),((ˆ )()(2
0

)(   NkkpqU kk ; Nkkp ,0),()(    are the values 

that are determined from the system of difference equations: 
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



.00   ,1,0  ),1()()1(

,1)(   ,1,1  ),()(),()1()(
)()(2

1
)()(
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(31) 

Applying the small parameter method to solve problems (30), (31) we obtain 
a guaranteed root mean square estimate in the zero approximation and its error in 
the formulas form (24)–(26). 

First approximation corrections of the small parameter method for the 
guaranteed RMS estimate require the definition of matrices   1ˆ

kU  

) ))(( ))((( )0()1()1()0(2
0 kpkpq kk   , where  ),()0( kp  Nk ,0  are the values of 

the zero approximation of the small parameter method, and Nkkp ,0   ),()1(    are 
the values of the first approximation of the small parameter method, which are 
defined as solutions of boundary value problems 

  ,)  ()()1()2( )1()1()1( kkkakpkpkp     (32) 

 .2,0  ,0)1()(  ,0)0( )1()1()1(  NkNpNpp  

The partial solution of the inhomogeneous equation (27) is represented by 
formulas with undefined coefficients: 
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Bkp k
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,0    ,     )( 21
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
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where these coefficients are calculated by formulas: 

  ) 1(/    ), /( 2222
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1  aaaBaaaB . 

The general solution of the inhomogeneous equation (27) has the form: 
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and arbitrary constants 21  , FF  are determined from the boundary conditions (32): 
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Thus, expressions are obtained for the corrections of the first approximation 
of the small parameter method: 
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The guaranteed root mean square error in the first approximation of the 
small parameter method is represented by the formula: 

 ,)()1()0()( 222  o  
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Obviously, that at certain values of the parameter a  in model (29), the de-
sired accuracy of the small parameter method can be achieved with a larger num-
ber of observations. 

CONCLUSIONS 

The article develops constructive mathematical methods for finding linear guaran-
teed root mean square estimates of unknown non-stationary parameters of average 
values based on observations of realizations of a sequence of random matrices. It 
is shown that, under certain conditions, such estimates are expressed in terms of 
solutions of the boundary value problem for the system of difference equations. 
Formulas are presented that allow obtaining recurrent estimates of unknown parame-
ters. In the case of the dependence of the average values on a small parameter, the 
corresponding asymptotic formulas are given. Asymptotic distributions of linear 
parameter estimates and their root mean square errors are given for partial cases. 
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ГАРАНТОВАНІ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНІ ОЦІНКИ ПРОГНОЗУ 
МАТРИЧНИХ СПОСТЕРЕЖЕНЬ В УМОВАХ СТАТИСТИЧНОЇ 
НЕВИЗНАЧЕНОСТІ / О.Г. Наконечний, Г.І. Кудін, П.М. Зінько, Т.П. Зінько  

Анотація. Досліджено задачу лінійного оцінювання невідомих математичних 
сподівань за спостереженнями реалізацій випадкових матричних 
послідовностей. Розроблено конструктивні математичні методи для знаход-
ження лінійних гарантованих середньоквадратичних оцінок невідомих 
нестаціонарних параметрів середніх значень за спостереженнями реалізацій 
послідовності випадкових матриць. Показано, що такі гарантовані оцінки 
одержуються або як розв’язки крайових задач для систем лінійних різницевих 
рівнянь, або як розв’язки відповідних задач Коші. Установлено вигляд по-
хибок для гарантованих середньоквадратичних квазімінімаксних оцінок 
спеціального вектора прогнозу та параметрів невідомих середніх значень. За 
наявності малих збурень відомих матриць у моделі матричних спостережень 
знайдено квазімінімаксні середньоквадратичні оцінки і в першому наближенні 
методу малого параметра отримано їх гарантовані середньоквадратичні по-
хибки. Наведено два тестові приклади обчислення гарантованих середньок-
вадратичних оцінок та їх похибок. 

Ключові слова: матричні спостереження, лінійне оцінювання, гарантована 
середньоквадратична оцінка, похибка гарантованої середньоквадратичної оці-
нки, квазімінімаксна гарантована оцінка вектора, різницеве рівняння, метод 
малого параметра, збурення матриць. 
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A GENETIC ALGORITHM IMPROVEMENT BY TOUR 

CONSTRAINT VIOLATION PENALTY DISCOUNT FOR 

MARITIME CARGO DELIVERY 

V.V. ROMANUKE, A.Y. ROMANOV, M.O. MALAKSIANO 

Abstract. The problem of minimizing the cost of maritime cargo delivery is consid-
ered. The cost is equivalent to the sum of the tour lengths of feeders used for the de-
livery. The problem is formulated as a multiple traveling salesman problem. In order 
to find its solution as the shortest route of the tours of feeders, a genetic algorithm is 
used where we present two inequalities constraining the tour length of every feeder 
to lie between the shortest and longest lengths. Apart from the constant tour con-
straint violation penalty in the genetic algorithm, we suggest a changeable penalty as 
an exponential function of the algorithm iteration, where we maintain the possibility 
of the penalty rate to be either increasing or decreasing, whose steepness is con-
trolled by a positive parameter. Our tests show that the changeable penalty algorithm 
may return shorter routes, although the constant penalty algorithms cannot be ne-
glected. As the longest possible tour of the feeder is shortened, the changeable pen-
alty becomes more useful owing to a penalty discount required either at the begin-
ning or at the end of the algorithm run to improve the selectivity of the best feeder 
tours. In optimizing maritime cargo delivery, we propose to run the genetic algo-
rithm by the low and constant penalties along with the increasing and decreasing 
penalties. The solution is the minimal value of the four route lengths. In addition, we 
recommend that four algorithm versions be initialized by four different pseudoran-
dom number generator states. The expected gain is a few percent, by which the route 
length is shortened, but it substantially reduces expenses for maritime cargo delivery. 

Keywords: maritime cargo delivery, tour length, genetic algorithm, tour constraint 
violation penalty, penalty discount. 

INTRODUCTION 

The up-to-date market of cargo delivery is divided into three branches of trans-
portation: ground-surface, water, and air. Among them the water transportation 
has been the most used. In general, this is the maritime transportation which is the 
basis of the world trading and commerce. Roughly about 80% of all goods are 
transported by river, sea and ocean. The amount of maritime cargo has been dra-
matically growing since 1980. In 2020, there were about 1.85 billion metric tons 
shipped all over the world, whereas it was only 0.1 billion metric tons in 1980. 
Quite naturally, the world fleet of containers has expanded. The gross tonnage of con-
tainer carriers since 1980 has increased from 11 up to 275 million metric tons [1, 2]. 

The main advantages of maritime transportation over competitors are the 
cost and reliability, and also the possibility to deliver any cargo. The main draw-
backs are relatively low speed of delivery and dependence on weather. It is im-
possible to influence weather, when a delivery is scheduled, but it is possible to 
increase the delivery speed by routing the most efficient tours. The efficient tour 
implies its minimally possible length, expressed in units of either distance or time. 
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Tour length minimization is a transportation optimization problem [3]. In particu-
lar, this is a version of the assignment problem or the traveling salesman problem 
[4, 5]. 

In fact, the traveling salesman problem solves the task of routing efficient 
tours, using which optimizes the cost of the delivery. It is an NP-hard problem in 
combinatorial optimization, whose exact solution usually takes too long to be ob-
tained because exact algorithms perform reasonably fast only for small-sized 
problems [6]. Heuristic algorithms perform far much faster producing approxi-
mated solutions and saving computational resources (which are equivalent to time 
and budget) [7, 8]. 

One of the best heuristics is the genetic algorithm allowing to find tours 
whose length is practically close to the minimal length of the delivery [9, 10]. 
Sometimes the length found heuristically coincides with the length in the exact 
solution. For maritime cargo delivery with using multiple tours, the genetic algo-
rithm requires such input parameters as follows: a map of ports, a number of 
feeders (in maritime transportation, a cargo boat is called the feeder), a population 
size, and a series of additional inputs including mutation operators. In detail, the 
map of ports is the two-coordinate location of ports which should be visited en 
route. The number of feeders defines the maximal number of tours by which the 
cargo can be delivered. The population size is the number of randomly generated 
tours to be processed by the algorithm. 

To obtain the best approximated solution, the adjustable inputs (like the 
population size, mutation operators, and others) should be optimally configured. 
The optimal configuration is a very tough task being itself an optimization prob-
lem (similar, e. g., to the optimization in AutoML [11, 12]). In this way, rules of 
thumb are widely accepted based on recent experience [13, 14]. Another way to 
optimize the algorithm performance is to use penalty when a tour length exceeds 
an upper length. The upper length is determined by the capability of the feeder 
which can cover only the upper length distance and after that it will require fuel 
refill. This is a tour constraint whose violation imposes a penalty that expunges 
too lengthy tour from the processing. However, the tour constraint penalty is 
taken by rules of thumb as well [15, 16]. Therefore, a proper rationalization of the 
penalty would improve the genetic algorithm performance. 

PROBLEM STATEMENT 

The goal is to algorithmize the tour constraint penalty in order to optimize the 
genetic algorithm itself. Moreover, the penalty algorithmization is expected to 
make possible further minimization of the tour cost. For achieving the goal, the 
following five tasks are to be fulfilled: 

1. To formalize variables used in the genetic algorithm for a maritime cargo 
delivery model. The model is to be formulated based on [15]. 

2. To substantiate the inclusion of the tour constraint penalty into the algo-
rithm. The penalty must be changeable depending on the state of the algorithm 
convergence. 

3. To show the advantage of the algorithm using the changeable penalty 
compared to the algorithm using the constant penalty. 

4. To discuss the significance and practical applicability of the suggested 
improvement in the genetic algorithm. 
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5. To make an unbiased conclusion on the contribution to the field of genetic 
algorithms used, in particular, to optimize maritime cargo delivery. An outlook of 
how the research should be extended and advanced is to be made as well. 

MARITIME CARGO DELIVERY MODEL 

We have N  ports, from one of which every feeder starts its tour and ends up by 
returning to that port. By default, the port is assigned number 1 and is called the 
hub. Let 1kp  and 2kp  be coordinates of port k . Coordinates of all the ports are 

gathered in matrix  

 2][  NklpP . (1) 

The distance between port k  and port j  is 

   2
22

2
11 )()(, jkjk ppppjk   by Nk ,1  and Nj ,1 .  

All the distances are gathered in matrix  

 NNjk  )],([D . (2) 

Obviously,  

 ),(),( kjjk   Nk ,1   and  Nj ,1   

and 

 0),(  kk  Nk ,1 .  

So, matrix (2) is symmetric:  

 TDD  .  

Matrix of distances (2) is directly associated with durations of the maritime cargo 
delivery. The durations, in their turn, can be treated as the costs of the delivery. 

The maximally possible number of feeders is denoted by maxM , where 

 1\Nmax M . We consider binary variable kjmx  associating ports k  and j  and 

feeder m , where Mm ,1  and M  is a current total number of feeders: 

 maxMM  . (3) 

Thus, 1kjmx  if ports k  and j  are included into the tour of feeder m , where the 

feeder visits either port j  after port k  or port k  after port j : if 1kjmx  then 

0jkmx  and if 1jkmx  then 0kjmx  for non-two-port tours. If a tour of feeder 

m  is of just ports 1 and k , then 111  mkkm xx  because the feeder must return to 

the hub. Otherwise, if feeder m  does not visit port j  after port k  nor port k  af-

ter port j , 0kjmx  (although ports k  and j  still can be included into the tour of 

feeder m ). So, 

 }1,0{kjmx  by Nk ,1  and Nj ,1  and Mm ,1  (4) 
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by 
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and 
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m
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 2 1
1 , (6) 

where equality (5) means that each of M  feeders only once departs from the hub, 
and equality (6) means that each of M  feeders only once arrives to the hub. 

Meanwhile, a feeder may not cover the distance greater than maxd . There-
fore, inequality 

 max
1 1

),( dxjk
N

k

N

j
kjm 

 
  Mm ,1  (7) 

constrains the tour of every feeder. Moreover, the feeder must not be charged for 
the delivery if its tour is too short. If mind  is the shortest possible tour of the feed-
er, inequality 

 min
1 1

),( dxjk
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N

j
kjm

 
  Mm ,1  (8) 

also constrains the tour of every feeder.  
Only one feeder can arrive at port j , being not the hub, from only one port 

(which can be the hub). This is expressed by equality 

 1
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
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m
kjmx  Nj ,2 . (9) 

Symmetrically, only one feeder can depart from port k , being not the hub, towards 
only one following port (which can be the hub). This is expressed by equality 
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Every feeder must depart from the hub and arrive at it, so its tour is a closed 
loop. This is ensured by the following requirement: 
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with tour 

 },1{}}{,1{ 2
)( NqT mA

l
m

lm     (12) 

of feeder m . Constraint (11) eliminates any subtours of every feeder. This en-
sures that a feasible route of delivering maritime cargo is of closed loops only, 
where every loop is a feeder tour starting off the hub and ending up by returning 
to the hub. 

To optimize the maritime cargo delivery, we minimize the sum of all the 
tours of the feeders: objective function 
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is to be minimized subject to constraints (3)–(12). The minimization is implied to 
be done over binary variables (4) along with trying to minimize the total number 
of feeders used in the tours. That is, the minimization goal is to find such 
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The solution given formally as  

  
*

1
11

* }{
M

m

N

j
N
kkjmx


 





  (14) 

allows to build a set of *M  the most rational tours of *M  feeders. Sum (13) of 
these tours is the shortest route to deliver maritime cargo and return to the hub. 

THE TOUR CONSTRAINT PENALTY 

Even for a few tens of ports, it is an intractably time-consuming computational 
task to find an exact solution of problem (13) subject to constraints (3)–(12). A 
solution whose route length is quite close to the shortest route length is obtained 
by genetic algorithms. One of the best genetic algorithms designed for solving 
problem (13) subject to constraints (3)–(7) and (9), (10) was presented in [15]. 
Herein, we add constraint (8) cutting off too short feeder tours, and add constraint 
(11) with tour (12) of feeder m  eliminating subtours. 

The genetic algorithm uses four forms of chromosome mutations: flip, swap, 
slide, and crossover. The crossover operation takes two chromosomes, cuts each 
chromosome in two parts in random places, and interchanges those parts. For 
generating a random place of the chromosome cut, the minimal number of ports 
every feeder should visit without counting the hub after starting off port 1 (hub) is 
used. This number is 

 






 


max
min

1

M

N
H , (15) 
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where function )(x  returns the integer part of number x  [17]. In addition, with-
in the crossover operation, two chromosomes as tours of two different feeders 
may be merged into a single tour allowing to decrease the number of feeders used 
to deliver maritime cargo. This is done with using a merging probability   given 
at the input of the genetic algorithm. 

Let mH  be the number of ports which feeder m  should visit after starting 

off port 1 (hub). Thus, we denote the vector of the tour of feeder m  (vector of 
ports which feeder m  should visit in the order of the sequence of the vector ele-
ments) by 

 
mH

m
hm f  1

)( ][F . (16) 

So,  

 },2{}{
1

1
)( Nf

M

m

H
h

m
h

m 


 . (17) 

Initially, tours  M
mm 1F  of feeders are randomly generated by breaking the set of 

non-hub ports },2{ N  with using integers (15) and M . Each feeder has a series of 
such tours called population.  

For every element of the population, the following routine is executed during 
an iteration of the algorithm. First, 

 0md  for Mm ,1 .  

The distance to the port following the hub is calculated as 

 ),1( )(
1

m
m fd  .  

Then, the remaining distances except the last one are accumulated into md : 

 mm dd )obs( , ),( )(
1

)()obs( m
k

m
kmm ffdd   for 1,1  mHk .  

Finally, the distance of returning to the hub is: 

 mm dd )obs( , )1,( )()obs( m
Hmm m

fdd  . (18) 

To improve selectivity of the best feeder tours to solution (14), and to ex-
punge tours which violate conditions (7), (8), the tour constraint violation penalty 
is applied. Thus, as it was shown in [15], if maxddm   then a current accumulated 

distance md  after (18) can be increased with a factor 0 : 

 mm dd )obs( ,  )( max
)obs()obs( dddd mmm .  

The increment of md  in the case of minddm   can be done in the same way. 

However, we introduce a more flexible tour constraint violation penalty. In 
our version, the penalty rate depends on the iteration (denoted by i ) of the genetic 
algorithm. It is either increasing or decreasing that is controlled by a positive pa-
rameter  : 

 


 1)1(sign
2

)1(sign1
1)( ieir ,  
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where the case 1  is excluded. The penalty rate is increasing if 1 , and it is 
decreasing if 1 . For instance, if 01.1  then the penalty rate exponentially 
increases from a number close to   (because )1(r  in this case) up to 2 (Fig. 1). 

If, say, 995.0  then the penalty rate exponentially decreases from a number 
close to 1  (in this case )1(r  is slightly greater than 1 ) down to 1 (Fig. 2).  

Therefore, upon obtaining accumulated distance md  by (18), if 

maxddm   then 

 (obs)
m md d , )()( max

)obs()obs( irdddd mmm  . 

If minmd d  then 

 (obs)
m md d , )()( )obs(

min
)obs( irdddd mmm  . 
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Fig. 1. The increasing tour constraint violation penalty by 1.01   

Fig. 2. The decreasing tour constraint violation penalty by 0.995   
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Finally, sum 
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is calculated and minimized over the population. Obviously, 
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Herein, the question is which   is to be selected. The matter is that at dif-
ferent values of   the output of the genetic algorithm varies. This is so due to the 
state of the algorithm convergence varies depending on how tours violating re-
quirements (7), (8) are expunged. Therefore, it is better to run through a set of the 
values and to select such a value at which the route is the shortest. The first run of 
the algorithm is done at 01.1 , whereupon the value is decreased by a factor 
slightly less than 1: 

  )obs( ,  )obs(999.0  . (19) 

After 10 runs, the penalty rate is still an exponentially increasing curve because 
000946.1 . Since the 11-th run, the penalty rate decreases because then 
999945.0 . In fact, 95.0  for the first 62 runs, whereas 95.0  after the 

63-rd run. So, we re-run the algorithm until 95.0  starting with 01.1  and 
proceeding by (19). Besides, we use an early stop condition imposed on the re-
running. Denote by 

 
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*
maxmin1

** ;,,}{,,~~ *
ddMN M
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the shortest route length found so far. Denote by fails  the counter of fails to im-

prove the route (i. e., to shorten its length), and denote the maximal number of 

such fails by (max)
fails . If  

 *
maxmin1

* ~~;,,}{,,~ *
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  ddMN M
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for a next value of    , then 
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~;,,}{,,~~
maxmin1

** *
ddMN M

mmF  

and 

  ~* , 

whereupon the counter of fails is set at 0: 

 fail 0s  . 

Otherwise, if (20) is false, 

 fail
)obs(

fail ss  , 1)obs(
failfail  ss . 

So, the algorithm is re-run while 95.0  and (max)
fail fails s . 
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To see whether the algorithm performs better with a decreasing tour con-

straint violation penalty, we need (max)
fail 10s  . In any way, the last value of   in 

ascertaining the performance must be less than 1. Therefore, in short, the de-
scribed flexible penalty may be called the tour constraint penalty discount, al-
though an increasing tour constraint violation penalty can give the shortest route 
as well (for simplicity, the route returned by the algorithm we will further call the 
shortest, although a shorter route may exist). In this case, it can be said that a pen-
alty discount is given at the start of the algorithm run; as the run advances (the 
number of passed iterations increases), the discount decays. 

TESTING 

First, we test the algorithm for 10 to 50 ports randomly scattered. In this case, all 
ports coordinates (1) are in matrix 

 )2,(50 NP  
by  

 5 5N n  , 1, 9n   

and an operator )2,(N  returning a pseudorandom 2N   matrix whose entries 

are drawn from the standard uniform distribution on the open interval )1;0( . The 
remaining parameters are: 

 max 2M  , (max)
fail 15s  , 0.05  ,  

  max
1,

1

1.25 0.5 max ,
N

k N
j

d k j




                 
 ,  

 )1.0( maxmin dd  ,  (21) 

where function )(x  rounds number x  to the nearest integer towards infinity. 

The maximal number of iterations is 3600, whereas the algorithm early stop con-
dition is used, by which (a run of) the algorithm is stopped if the shortest route 
length does not change for 720 iterations (a one fifth of the maximal number of 
iterations). The test is repeated for 100 times for the algorithm used in three ver-
sions: with the tour constraint penalty discount, with the constant penalty by 

 1)( ir   1, 3600i  ,  (22) 

and with the augmented constant penalty by 

 100)( ir  1, 3600i  . (23) 

Overall, there are 900 route lengths (for instances of randomly generated 
ports) returned by each of the three versions, where * 1M   (the shortest route is 
of a single tour in every solution). We will refer to them as v , 1v , 100v , respec-

tively. Whereas the pseudorandom number generator outputs the same instance 
for each of the three algorithm versions, re-runs for v  are not initialized with the 
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same pseudorandom number generator seed. The advantage of the algorithm us-
ing the changeable penalty compared to the algorithm using constant penalties by 
(22), (23) can be seen in Table 1, where “better than” implies producing a shorter 
route. Table 2 shows that v  has been worse than 100v  in less than 1.5 %. Com-

pared v  to 1v , this percentage is even far smaller – just 0.1111 % (only one of 

those 900 route lengths produced by v  has appeared to be longer than the 

respective route length produced by 1v ; this is an instance of 50 ports whose 

v-route length is 274.8312 and v1-route length is 274.6006). Table 3 shows that 

1v  and 100v  are more likely to produce the same result (strictly speaking, the 

equal lengths of the routes, whereas the routes themselves may differ in particular 
regions). The percentage of instances where v  performs identically to 1v  or 100v  

is not that small. At least, this is 20% on average. 

T a b l e  1 .  The percentage of instances where one algorithm version produces 
a shorter route than the other version 

 v  better than 1v  v  better than 100v 1v  better than 100v  

Overall average 75.7778 75.8889 19.3333 

10 10 17 11 

15 55 51 8 

20 78 71 9 

25 83 84 14 

30 88 88 19 

35 88 89 22 

40 95 95 29 

45 90 90 28 

N  

50 95 98 34 
 

T a b l e  2 .  The percentage of instances where one algorithm version produces 
a longer route than the other version 

 v  worse than 1v  v  worse than 100v 1v  worse than 100v  

Overall average 0.1111 1.4444 21.5556 

10 0 0 2 

15 0 0 15 

20 0 0 17 

25 0 0 17 

30 0 0 19 

35 0 3 28 

40 0 3 24 

45 0 6 40 

N  

50 1 1 32 
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T a b l e  3 .  The percentage of instances where two algorithm versions produce
the same route lengths 

 v  and 1v  v  and 100v  1v  and 100v  

Overall average 24.1111 22.6667 59.1111 
10 90 83 87 
15 45 49 77 
20 22 29 74 
25 17 16 69 
30 12 12 62 
35 12 8 50 
40 5 2 47 
45 10 4 32 

N  

50 4 1 34 
 

In the test, v  has produced 653 route lengths (72.5556 %) by 1  (i. e., 
by an increasing tour constraint violation penalty). All the 100 instances of 10 
ports are solved by 1 . Then, however, the percentage of instances where v  
has produced the shortest route by an increasing tour constraint penalty starts de-
creasing (Fig. 3). The way how the best values of   are distributed shown in 
Fig. 4 delusively hints at that the increasing penalty is better than the decreasing 
one. Meanwhile, it is worth noting that 224 of 900 instances has been v-solved 
by starting with 01.1 . The distributions of the best values of   for the 
number of ports in Fig. 5 confirm that the decreasing penalty becomes more influ-
ential as the number increases. 
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Fig. 3. The percentage of instances per 
number of ports where v  has produced 
the shortest route by 1  
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A simple example of how the changeable penalty algorithm outperforms the 
two constant penalty algorithm versions is presented in Fig. 6. Compared to Fig. 
7, where both the constant penalty algorithm versions produce the same route, the 
changeable penalty algorithm shortens the route by 3.7837 %, which is quite con-
siderable and significant improvement. A more intricate example is presented in 
Fig. 8, where the shortest route through 50 ports is found at an increasing tour 
constraint violation penalty as well. Compared to Fig. 9, showing the shortest 
route found by 1v , the changeable penalty algorithm shortens the route by 
11.1689 %. Moreover, algorithm version 100v  seeming to be a slightly more ro-
bust than 1v  produces a longer route (Fig. 10). Its length is 15.5299 % greater 
than that in Fig. 8. 
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Fig. 6. The v-solution of an instance with 10 ports by 1.008  , where * 139.5179   
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Fig. 7. The worse solution of the instance with 10 ports in Fig. 6 by 1v  and 100v , where 

0045.145~*   
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Fig. 8. The v-solution of an instance with 50 ports by 003.1 , where 7905.284~*   
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Fig. 10. The v100-solution of the instance with 50 ports in Fig. 8, where 1495.337~*   

It is noteworthy that the results reported in Tables 1–3 and Figs. 3–5 are sta-
tistically reliable, i. e. they are approximately repeatable for other pseudorandom 
number generator seeds. Thus, in another series of 900 instances, the overall aver-
age percentages from Table 1 first row are now 73.6667 %, 75.7778 %, 21 % 
(there have been obtained 189 routes by 1v  whose lengths are shorter than lengths 

by 100v ), respectively. So, v  is indeed “better than” 1v  and 100v  in about 75 % 
of the modeled instances. The overall average percentages from Table 2 first row 
are now 0.1111 % (once again only one of those 900 route lengths produced by 

v  has appeared to be longer than the respective route length produced by 1v ), 

0.8889 % (the difference is so big due to a few instances where v  is “worse 

than” 100v ), 16.8889 %, respectively. Just like in the first series, the only instance 

whose v-route is longer than v1-route has appeared to be of 50 ports, where the 
v-route length is 272.0435 and the v1-route length is 271.7023 (the difference in 
the first series is even smaller). Eventually, the overall average percentages from 
Table 3 first row are now 26.2222 %, 23.3333 %, and 62.1111 %, respectively, 
being really close to those ones in Table 3.  

A very specific property of the genetic algorithm is that its result as the 
shortest route length depends on the pseudorandom number generator state seeded 
at the beginning of a test. Hence, we try re-running v  initialized with the same 
pseudorandom number generator seed. By this set-up of the test, the shortest route 
length does depend on whether 1  or 1 . Nevertheless, this dependence is 
weak: 769 instances have been v-solved by 01.1  (the starting value for the 
increasing penalty rate), whereas just 99 instances have been v-solved by 
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999945.0  (the starting value for the decreasing penalty rate). Similarly to 
Tables 1–3, the comparison to 1v  and 100v  is presented in Tables 4–6. These ta-

bles clearly show that the advantage of v  is not that big, if any. 

T a b l e  4 .  The “better than” percentages for the same pseudorandom number 
generator seed test 

 v  better than 1v  v  better than 100v 1v  better than 100v  

Overall average 42.5556 45.6667 21 
10 11 15 10 
15 32 32 6 
20 37 37 8 
25 48 49 17 
30 46 48 25 
35 50 50 24 
40 52 63 28 
45 50 62 35 

N  

50 57 55 36 
 

T a b l e  5 .  The “worse than” percentages for the same pseudorandom number
generator seed test 

 v  worse than 1v  v  worse than 100v 1v  worse than 100v  

Overall average 40.5556 37.3333 16.8889 
10 6 4 4 
15 27 28 9 
20 47 45 9 
25 46 44 12 
30 51 47 15 
35 47 48 17 
40 48 37 26 
45 50 38 25 

N  

50 43 45 35 
 

T a b l e  6 .  The “equal route lengths” percentages for the same pseudorandom 
number generator seed test 

 v  and 1v  v  and 100v  1v  and 100v  

Overall average 16.8889 17 62.1111 

10 83 81 86 
15 41 40 85 
20 16 18 83 
25 6 7 71 
30 3 5 60 
35 3 2 59 

40 0 0 46 

45 0 0 40 

N  

50 0 0 29 
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Table 7 shows what the pure advantage is (when the algorithm version is si-
multaneously compared to the two other versions). Moreover, the average route 
length by v  is 233.5604 (averaged over 900 route lengths), whereas the average 

route lengths by 1v  and 100v  are 234.0213 and 234.41296, respectively. There-

fore, at least a tiny advantage of v  does exist, i. e. using the tour constraint pen-

alty discount may indeed shorten the route. 

T a b l e  7 .  The percentages of performance comparison for the same pseudo-
random number generator seed test 

 better than the two 
other versions 

worse than the two 
other versions 

not worse than the  
two other versions 

v  36 31.5556 53.6667 

1v  14.1111 12.5556 53.1111 

100v  9.6667 15.2222 48.5556 
 

The final test is done for each of algorithm versions 1v , 100v , v  by 

19(max)
fail s  and resetting every re-run with a new pseudorandom number genera-

tor seed being the same for 1v , 100v , v . This is the purest experiment, where 
every instance is solved at least 20 times (and there are 19 attempts to shorten the 
very first route length). It is v-solved for 10 times by the increasing penalty and 
10 times by the decreasing penalty, unless a shorter route is found by a decreased 
 . Now, the performance comparison similar to Table 7 is presented in Table 8. 
It is clearly seen that the purest advantage of v  does exist (because there have 

been v-found 33 routes, which is 3.6667 %, each shorter than any of 20 routes by 

1v  and any of 20 routes by 100v  in the respective 33 instances). However, the pur-

est advantage of 100v  seems to be stronger. Amazingly enough, there have been 

v-found 134 routes (14.8889 %) each shorter than any of 20 routes by 100v  in the 

respective 134 instances. Contrariwise, there have been v100-found 143 routes 
(15.8889 %) each shorter than any route by v  in the respective 143 instances. In 
other words, the algorithm version using the tour constraint penalty discount has 
an efficiency comparable (roughly speaking, almost the same) to the effi-
ciency of the algorithm version using the high constant penalty. The respec-
tive percentages for v  and 1v  are 8.3333 % ( v  outperforms 1v ) and 

11.2222 % ( 1v  outperforms v ). 

T a b l e  8 .  The percentages of performance comparison for the purest experiment 

 better than the two 
other versions 

worse than the two 
other versions 

not worse than the 
two other versions 

v  3.6667 6.1111 79 

1v  7.4444 5.8889 81.8889 

100v  12.2222 12.5556 80.2222 
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Consequently, the algorithm using the changeable penalty sometimes 
outperforms the algorithm using the constant penalty. Although this occasion 
is not very likely, there are expectedly about one problem of 25, when the 
changeable penalty algorithm will produce a shorter route than routes by the 
constant penalty algorithm versions. The latter can outperform as well, with 
slightly higher likelihoods. 

The final test has revealed another interesting peculiarity. Among those 900 
instances, 215 shortest routes by v  have been found by 01.1 , 88 shortest 

v-routes have been found by 009.1 , and 68 shortest v-routes have been 

found by 008.1  (the two nearest values to 1.01). The distribution resembles 
that one in Fig. 4. The ratio of the number of instances solved by 1  to the 
number of instances solved by 1  is about 2. Consequently, the increasing 
penalty has its one advantage over the decreasing penalty, but still the latter is 
“needed” roughly in every third problem solved by the changeable penalty algo-
rithm. 

DISCUSSION OF THE CONTRIBUTION 

The experiment with controllable seed for generating maritime cargo delivery 
problem instances and for randomly generating tours (16) for (17) has shown that 
the changeable penalty, along with the constant penalty, is an important parameter 
of the genetic algorithm. It has been also revealed that the algorithm output de-
pends on the seed. It is unclear how the best value of   could be selected. More-
over, it is impossible to foresee that the constant penalty algorithm version will 
not be outperformed by the changeable penalty algorithm. Therefore, the best de-
cision is to use both the constant and changeable penalty versions (say, by run-
ning them on parallel processor cores), whereupon the shortest route length is 
trivially selected. In our case of study, we propose to run simultaneously four ver-
sions: 1v , 100v , v  by 01.1 , and v  by 999945.0  (here the penalty has 

the slowest descent; during the starting few thousand iterations, it decreases al-
most linearly). 

An example of how the suggested changeable penalty improves the genetic 
algorithm is presented in Figs. 11–13. A maritime cargo delivery problem with 45 
ports is solved, starting with the same pseudorandom number generator seed, by 
using the low constant penalty by (22), the high constant penalty by (23), and the 
increasing penalty with 01.1 . As we can see, the high constant penalty has 

improved the low constant penalty route length by just 0.08 % ( 90902.300~*   

in Fig. 12 against 1532.301~*   in Fig. 11). The improvement by the increasing 

penalty is far more significant: it is 3.8194 % ( 4161.289~*   in Fig. 13) com-

pared to 90902.300~*   in Fig. 12, and it is 3.8974 % compared to 

1532.301~*   in Fig. 11. 
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Fig. 11. The v1-solution of an instance with 45 ports, where * 301.1532   
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Fig. 12. The v100-solution of the instance with 45 ports in Fig. 11, where * 300.90902   
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Despite the example in Figs. 11–13 is a good demonstration of that the 
changeable penalty is a real improvement of the genetic algorithm, a counterex-
ample is easily generated just on the same maritime cargo delivery problem by re-
running the constant penalty algorithm versions and v  (a re-run implies that the 
pseudorandom number generator state is changed). Thus, in a series of 302 re-
runs, the shortest route length by 1v  varies between 272.8407 and 323.0998, and 

the shortest route length by v  varies between the same lower and upper bounda-

ries. The shortest route length by 100v  varies between 272.8407 (the same lower 

boundary) and 317.6751, so its upper boundary is less than that for 1v  and v . 

Nevertheless, as the maximally possible number of feeders is increased, the 
suggested changeable penalty further improves the genetic algorithm. In this case, 
we have 
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Fig. 13. The v-solution ( 01.1 ) of the instance with 45 ports in Fig. 11, where 
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and (21), i. e. the longest and shortest possible tours of the feeder are shortened. 
For the same instance with 6max M , the performance of v  in a series of 738 
re-runs is significantly better. The lower and upper boundaries in this case are 
274.1295 and 321.0341 for 1v , 274.70303 and 317.0557 for 100v , 272.8407 and 

323.7964 for v , where the shortest route length 8407.272~*   is found in a re-

run with 4775.288~*   (it is even shorter than that in Fig. 13) by 1v  and 

297.49702~*   by 100v . Furthermore, in this “local” test series v  is better than 
the two other versions in 27.9133 % and is worse than the two other versions in 
23.9837 % of all re-runs. These rates are 3.9735 % and 1.9868 % for the series 
with 2max M . By the way, the performance of the high constant penalty algo-

rithm with 6max M  significantly drops: the average route length is 290.4455 

within the 302 re-runs with 2max M , and it is 295.3313 with 6max M . 

At last, it is important to note that all the generated instances in our testings 
have been such that, in the solution returned by the algorithm, only one feeder 

was required to cover the shortest route ( 1* M ). This is practically possible and 
applicable due to we set the longest possible tour of the feeder at a relatively high 
value. Even though the shortened route length by the suggested improvement in 
the genetic algorithm is small, it is a significant decrement of the maritime cargo 
delivery cost. 

CONCLUSION 

We have presented a tour constraint violation penalty to the genetic algorithm for 
solving a maritime cargo delivery problem formulated as a multiple traveling 
salesman problem. The penalty is an exponential function of the iteration, where 
we maintain the possibility of the penalty rate to be either increasing or decreas-
ing whose steepness is controlled by a positive parameter  . Our tests have 
shown that the changeable penalty algorithm may return shorter routes, although 
the constant penalty algorithms cannot be neglected. Therefore, our contribution 
to the field of genetic algorithms is the monotonous flexibility of the tour con-
straint violation penalty. The usefulness of this flexibility grows as the longest 
possible tour of the feeder is shortened. It is so due to a penalty discount is re-
quired either at the beginning or at the end of the algorithm run to improve selec-
tivity of the best feeder tours. In optimizing maritime cargo delivery, we propose 
to run the genetic algorithm by the low and constant penalties along with the in-
creasing and decreasing penalties, whereupon the solution is the minimal value of 
the four route lengths. In addition, we recommend the four algorithm versions to 
be initialized by four different pseudorandom number generator states. Although 
the gain is just a few percent (by which the route length is shortened) or less, it is 
a substantial reduction of expenses for maritime cargo delivery. 

The research should be extended and advanced in the way of studying the 
pseudorandom number generator state influence. As we have revealed that the 
state influences the algorithm output, it is to ascertain lower and upper boundaries 
of the route length. Another open question is how many re-runs should be made 
(by changing the state) to obtain the shortest possible route in a maritime cargo 
delivery problem. 
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ПОКРАЩЕННЯ ГЕНЕТИЧНОГО АЛГОРИТМУ НА ОСНОВІ ДИСКОНТУ 
ШТРАФУ ЗА ПОРУШЕННЯ ОБМЕЖЕНЬ РЕЙСУ ДЛЯ МОРСЬКОЇ 
ДОСТАВКИ ВАНТАЖІВ / В.В. Романюк, А.Ю. Романов, М.О. Малаксіано 

Анотація. Розглянуто задачу мінімізації вартості морської доставки вантажів. 
Ця вартість еквівалентна сумі довжин рейсів фідерів, що використовуються 
для доставки. Задача формулюється у формі задачі декількох комівояжерів. 
Для знаходження розв’язку у формі найкоротшого маршруту, що складається з 
рейсів фідерів, використовується генетичний алгоритм, у якому дві нерівності, 
котрі обмежують довжину рейсу кожного фідера до інтервалу між найкорот-
шою та найбільшою довжинами. Окрім сталого штрафу за порушення обме-
жень рейсу у генетичному алгоритмі запропоновано змінюваний штраф у фо-
рмі експоненціальної функції ітерації алгоритму, де залишається можливість 
як зростаючого, так і спадного штрафу, чия крутизна контролюється деяким 
додатним параметром. Тести показують, що алгоритм зі змінюваним штрафом 
може повертати коротші маршрути, хоча алгоритми зі сталими штрафами не 
можуть бути відкинуті. Зі скороченням найдовшого рейсу фідера змінюваний 
штраф стає більш корисним завдяки тому, що деякий дисконт штрафу потріб-
ний на початку або наприкінці прогону алгоритму задля покращення селекти-
вності найкращих рейсів фідерів. Для оптимізації морської доставки вантажів 
запропоновано запускати даний генетичний алгоритм за низького та високого 
штрафів разом зі зростаючим та спадаючим штрафами, після чого розв’язком є 
мінімальне значення з чотирьох відповідних довжин маршрутів. Рекомендова-
но ініціалізувати ці чотири версії алгоритму чотирма різними станами генера-
тора псевдовипадкових чисел. Очікуваний виграш складає декілька відсотків 
скорочення довжини маршруту, але для морської доставки вантажів це є знач-
ним скороченням витрат. 

Ключові слова: морська доставка вантажів, довжина рейсу, генетичний алго-
ритм, штраф за порушення обмежень рейсу, дисконт штрафу. 
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ЗАСТОСУВАННЯ КРИВИХ БЕЗЬЄ ДЛЯ ОПИСУ ФОРМИ 

КОНСТРУКЦІЇ ПРИ ОПТИМІЗАЦІЇ КЛЕЙОВОГО З’ЄДНАННЯ 

С.С. КУРЄННОВ, К.П. БАРАХОВ, Г.С. БАРАХОВА 

Анотація. Розв’язано задачу топологічної оптимізації симетричного двозріз-
ного з’єднання. Запропонована математична модель з’єднання змінної товщи-
ни є узагальненням класичної моделі Голанда–Рейсснера. Форма накладки 
описується за допомогою кривої Безьє. Шуканими величинами в задачі опти-
мізації є координати контрольних точок кривої Безьє. Цільовою функцією мо-
же бути як довжина з’єднання, так і площа поперечного перерізу накладки. 
Обмеження накладаються на напруження в клейовому шарі та в накладці. 
Пряму задачу зі знаходження напруженого стану з’єднання за заданих геомет-
ричних параметрів розв’язано за допомогою методу скінченних різниць. Для 
розв’язання задачі оптимізації використано генетичний алгоритм. З метою по-
кращення збіжності генетичного алгоритму запропоновано острівну модель 
еволюції, яка забезпечує швидкість еволюційного відбору і стабільність досяг-
нутих результатів. Розв’язано модельну задачу. 

Ключові слова: тришарова конструкція, топологічна оптимізація, генетичний 
алгоритм. 

ВСТУП 

Клейові з’єднання внапуск є невід’ємною частиною конструкцій із компо-
зиційних матеріалів. Поширення клейових з’єднань у композитних констру-
кціях зумовлено їх високою технологічністю, герметичністю, малою масою, 
високою аеродинамічною ефективністю. Клейові з’єднання внапуск не по-
рушують структуру композитів і дозволяють реалізувати у конструкції їх 
високі міцнісні та механічні властивості. Однак відомим недоліком з’єднань 
внапуск є концентрація напружень у клейовому шарі на краях ділянки 
склеювання [1; 2]. Для зниження концентрації напружень і підвищення міц-
ності з’єднань використовуються різні конструктивні рішення, такі як збі-
льшення товщини клейового шару на краях з’єднання [3], зменшення тов-
щини пластин біля краю з’єднання [4], використання декількох різних типів 
клеїв [5], інші способи [6; 7]. Застосування симетричних двосторонніх 
з’єднань дозволяє усунути вигин конструкції і зменшити відривні напру-
ження у клейовому шарі [8–10]. 

Задача топологічної оптимізації є якісно складнішою задачею, ніж за-
дача класичної параметричної оптимізації. Топологічна оптимізація 
з’єднання внапуск, як правило, полягає в знаходженні оптимальної довжини 
з’єднання і залежності зміни товщини пластин, що з’єднуються по довжині 
ділянки склеювання. Одним із можливих способів розв’язання цієї задачі є 
дискретизація шуканої функції. У цьому випадку задача зводиться до знахо-
дження товщини елементів конструкції в системі точок [11]. Перехід від не-
перервних функцій до дискретних дозволяє оптимізувати з’єднання з покро-
ковою зміною товщини [12]. Якщо ж шукана функція є неперервною, то то 
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її можна описати за відомими значеннями в системі точок за допомогою 
сплайнів [13], функцій Безьє [14, 15] або рядів Фур’є [16; 17]. Оскільки кіль-
кість параметрів досить велика, а розв’язання оберненої задачі оптимізації 
навіть числовими методами є неможливим, то для розв’язання задачі опти-
мізації використовуються наближені методи, наприклад, генетичні алгорит-
ми. Цей метод полягає в знаходженні оптимальних параметрів задачі шля-
хом розв’язання послідовності прямих задач. Зазвичай напружений стан 
конструкції за заданих параметрів задачі знаходять за допомогою методу 
скінченних елементів [13–15]. Оптимізації також може підлягати товщина 
клейового шару на краях ділянки склеювання [18], розмір і форма видавле-
них надлишків клею на краю з’єднання [19], а також структура композиту 
[20; 21]. Загальним недоліком застосування методу скінченних елементів 
для розв’язання задач топологічної оптимізації є відносно повільна швид-
кість роботи алгоритму. 

Метою цієї роботи є розв’язання задачі топологічної оптимізації клейо-
вого з’єднання в одновимірній постановці. Застосування математичних мо-
делей з’єднання [1], які добре себе зарекомендували, і які використовуються 
для опису напруженого стану з’єднань в аналітичній формі, дає змогу змен-
шити розмірність задачі без істотної втрати точності і тим самим підвищити 
швидкість виконання розрахунків.  

Генетичні алгоритми дозволяють розв’язувати задачі оптимізації за на-
явності обмежень [22]. У цьому випадку є обмеження на максимальні на-
пруження, розміри конструкції тощо. Відомим недоліком генетичних алго-
ритмів є складність їх налаштування. Для підвищення швидкості збіжності 
генетичного алгоритму у роботі використовується удосконалена острівна 
модель генетичного алгоритму (Island Model GA) [23; 24]. Острівні моделі 
можна класифікувати за декількома ознаками, такими як можливі напрямки 
міграцій та умови еволюційного відбору на островах. Якщо для всіх остро-
вів умови однакові, модель називають гомогенною [25; 26]. Відповідно, як-
що умови різні, то модель називають гетерогенною [27]. У запропонованому 
у цій роботі варіанті еволюційного алгоритму на одному з трьох островів 
мутагенез відбувається частіше і з більшою дисперсією, ніж на двох інших 
островах. Така комбінація високої варіабельності на одному острові та ста-
більності на двох інших у сукупності з регулярною міграцією кращих осо-
бин між островами забезпечує задовільну швидкість роботи еволюційного 
алгоритму та стабільність досягнутих результатів [17].  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Розглянемо конструкцію, що складається із двох пластин, з’єднаних за до-
помогою симетричних накладок (рис. 1, a). Така конструкція не відчуває 
вигину за розтягування-стискання і тому часто використовується в машино-
будуванні. З огляду на симетрію конструкції розглядаємо лише її четверту 
частину. Поперечні переміщення центрального шару (основної пластини) 
дорівнюють нулю. Якщо розглядати деформування даної конструкції у ме-
жах теорії стрижнів, можна розглянути лише ділянку склеювання. Констру-
кцію навантажено поздовжніми зусиллями F2 . Товщину клейового шару 
вважаємо постійною по довжині з’єднання і однаковою на всіх ділянках. 
Довжина ділянки склеювання L . Диференціальний елемент області склею-
вання і діючі на нього силові чинники наведено на рис. 1, б. 
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Рівняння рівноваги накладки та основної пластини мають вигляд: 

 
dx

dN1 ;  
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dN2 ;  
dx

dQ1 , 

 0)( 1
1

11
1  Q

dx
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Nxs

dx

dM
, (1) 

де 1N , 2N  — поздовжні зусилля в несних шарах; 1Q , 1M  — зрізне зусилля і 

згинальний момент у накладці;  ,   — дотичні і нормальні напруження в 
клейовому шарі; 1s  — відстань від нейтральної осі накладки до клейового 

шару у разі симетричної структури накладки )(5.0)( 11 xxs  , де )(1 x  — 

товщина накладки.  
Рівняння деформації стрижнів мають вигляд: 
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де 1U , 2U  — поздовжні переміщення несних шарів; 1W  — поперечні пере-

міщення накладки; )(1 xB  і 2B  — жорсткості шарів на розтягування-

стиснення, якщо шари однорідні за товщиною, то 111 )()( ExxB  , 

222 EB  , де 1E , 2E  — модуль пружності відповідного шару; )(1 xD  — 

згинальна жорсткість накладки; 
12

)(
)( 1

3
1

1
Ex

xD


 . 

Напруження в клейовому шарі можна записати у вигляді [1; 9]  

 1WK  ;  





 

dx

dW
xsUUP 1

121 )( ,   (3) 

а

б

Рис. 1. Клейове з’єднання: а — схема конструкції, б — диференціальний 
елемент 
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де K , P  — жорсткості клейового шару на розтягування-стиснення і на 

зсув, які можуть бути обчислені, наприклад як 
0

0




E
K , 

0

0




G
P , де 0  — 

товщина клейового шару; 0E , 0G  — модуль пружності і модуль зсуву клею. 

Крайові умови мають такий вигляд: 

 FN )0(2 ,  0)(2 LN ,  0)0(1 N ,  0)0(1 Q , 

 0)0(1 M ,  0)(1 LU ,   0)(1 LQ ,  01 Lx
dxdW . 

Систему рівнянь (1)–(3) можна звести до системи диференціальних рі-
внянь відносно 1U , 2U  і 1W : 
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До цих самих змінних 1U , 2U  і 1W  можна звести і крайові умови. 

ЗАДАЧА ОПТИМІЗАЦІЇ 

Задачу оптимізації сформулюємо так. Необхідно знайти довжину з’єднання 
L  і залежність товщини накладки від поздовжньої координати )(1 x , які 
забезпечують екстремальне значення деякого критерію оптимальності за 
умови виконання обмежень за міцністю. Як критерій оптимальності візьме-
мо масу накладки, яка з точністю до довільного множника пропорційна 
площі поперечного перерізу накладки: 

 min)(
0

1   dxxM
L

. (5) 

Обмеження можуть бути накладені на максимальні напруження в кле-
йовому шарі. При цьому можна використовувати різні критерії міцності, 
наприклад, критерій максимальних головних напружень [28]: 

 max
22

*

2

)(4)(

2

)(
)( gg

xxx
x 





 , (6) 

де ];0[ Lx ; )(* xg  — модуль першого головного напруження в клейовому 

шарі; max
g  — границя міцності клею. 

Руйнування з’єднання може відбуватися у формі розриву накладки. 
Тому необхідно ввести обмеження на максимальні напруження в накладці: 
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 max
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pp xM
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



 , (7) 

де ];0[ Lx ; )(* xp  — максимальні напруження у поперечному перерізі на-

кладки; max
p  — границя міцності матеріалу накладки. 

На функцію )(1 x  можуть бути накладені обмеження знизу і зверху. 
Товщина накладки не повинна бути меншою за деяке задане значення 

 min1 )(  x , (8) 

де min  — деяка технологічно мінімально можлива товщина накладки. 

Обмеження на максимальну товщину накладки може бути продиктова-
но міркуваннями аеродинамічної ефективності, можливостями контролю 
якості, технології виробництва тощо. 

ГЕНЕТИЧНИЙ АЛГОРИТМ ОПТИМІЗАЦІЇ 

Для розв’язання задачі запропоновано використовувати генетичний алго-
ритм. Для цього беремо за шукані змінні довжину з’єднання L  і товщину 

накладки у вузлових точках  1
i  і знаходимо такі їх оптимальні значення, які 

забезпечують мінімум маси накладки (5) під час виконання обмежень за мі-
цністю (6) і (7). Однак, на відміну від задачі про знаходження оптимального 

розподілу матеріалу вздовж балки [11], якщо значення товщини  1
i  в сусід-

ніх точках значно відрізняються (що може статися внаслідок схрещування 
або мутацій у процесі виконання генетичного алгоритму), то напруження в 
клейовому шарі (3), які обчислено з використанням скінченно-різницевого 
методу, матимуть неправдоподібні стрибки. Тому шукатимемо оптимальну 

залежність  1
i  серед гладких функцій. Це також випливає з інтуїтивних мі-

ркувань про те, що ймовірно шукана функція )(1 x  є гладкою, не має розри-

вів, кутових точок і стрибків. Шукаємо функцію )(1 x  у вигляді кривої Бе-
зьє, яка має досить багато контрольних точок. У цьому випадку задача 
оптимізації зводиться до пошуку оптимальних координат опорних точок. 
Тобто форма і довжина накладки визначаються впорядкованим набором ко-
ординат контрольних точок кривої Безьє )],(),...,,(),,[( 2211 nn yxyxyx , де n  — 

кількість контрольних точок. Тоді довжина з’єднання nxL  . 

Генетичний алгоритм потребує розв’язання прямої задачі зі знаходжен-
ня напруженого стану з’єднання за відомої довжини з’єднання та функції 

)(1 x . Для числового розв’язання системи (4) використовується прямий ме-
тод скінченних різниць. 

Якщо функція )(1 x  задана, то відомі і функції )(1 xs , )(1 xB  і )(1 xD . 
Для реалізації методу скінченних різниць розіб’ємо ділянку склеювання 

];0[ Lx  на систему вузлових точок з номерами від 0 до N . Інтервал роз-

биття NLh / . Переміщення несних шарів у точках позначимо через 
)1(

1 )( ii uxU  , )2(
2 )( ii uxU   і )1(

1 )( ii wxW  . 
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Розв’язання системи (4) зводиться до знаходження величин )1(
iu , )2(

iu  і 
)1(

iw . Наявність крайових умов дозволяє ввести як невідомі переміщення у 

зовнішніх вузлах за межами ділянки склеювання. Функція )(1 x  та пов’язані 

з нею функції )(1 xs , )(1 xB  і )(1 xD  задано тільки на ділянці склеювання 

];0[ Lx . Тобто задано лише ,,.., )1()1(
0 N  )1()1(

0 ,.., NBB , )1()1(
0 ,.., NDD . Тому в 

крайніх точках 0x  і Nx  похідні від переміщень у виразі (4) і в крайових 
умовах можна записати в різницевій формі за симетричним скінченно-
різницевим шаблоном. Однак для запису похідних від )(1 xs , )(1 xB  і )(1 xD  у 
різницевій формі в межових точках необхідно використовувати односто-
ронні праві та ліві шаблони. Записавши у різницевій формі систему (4) для 
точок N,...,1,0 , а також крайові умови, отримаємо систему лінійних рівнянь 

відносно невідомих )1(
1

)1(
1 ,...,  Nuu , )2(

1
)2(

1 ,...,  Nuu , і )1(
2

)1(
2 ,...,  Nww , яка містить 

113 N  рівнянь. Розв’язавши отриману систему рівнянь, знайдемо перемі-
щення несних шарів у вузлових точках. Це дозволяє знайти напруження у 
клейовому шарі (3) та інші силові чинники в з’єднанні. 

Для реалізації генетичного алгоритму необхідно ввести фітнес-
функцію, яка давала б можливість ранжувати за якістю різні набори шука-
них параметрів )],(),...,,(),,[( 2211 nn yxyxyx . Якщо за критерій оптимальності 
взяти масу конструкції (5) і накласти обмеження на максимальні перші го-
ловні напруження у клейовому шарі (6) і мінімальну товщину накладки (8), 
то фітнес-функцію можна подати у вигляді 
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1  
j

j

L

fdxx  (9) 

де jf  — штрафні функції, які більші нуля, якщо обмеження порушені, і до-

рівнюють нулю, якщо обмеження виконується. Залежність штрафних функ-
цій від відхилення відповідного параметра від обмеження може бути ліній-
ною або ступеневою, наприклад 
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де 1Z  — деяке велике число. Аналогічним чином уводяться функції 2f , 3f  
тощо, які відповідають обмеженням (7), (8) та іншим обмеженням.  

Генетичні алгоритми мають деякі недоліки, найістотнішим з яких є 
складність налаштування. За високої мінливості порушується збіжність і 
навіть знайдені прийнятні значення шуканих параметрів ризикують бути 
втраченими в результаті мутацій. За низької мінливості наближений 
розв’язок знаходиться швидко, але потім уповільнюється збіжність і виро-
джується популяція (стабілізація біля деяких неоптимальних значень пара-
метрів). Одним з можливих виходів з цієї суперечності є острівна модель 
еволюційного алгоритму. Згідно з цією моделлю загальна популяція розби-
вається на кілька ізольованих субпопуляцій (островів), і на кожному з ост-
ровів еволюційний процес відбувається незалежно. Але із заданою періоди-
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чністю найкращі особини з популяції можуть мігрувати з острова на острів. 
У роботі пропонується модель з трьома островами, на одному з яких ймові-
рність мутацій і дисперсія мутацій вищі ніж на двох інших островах. Таке 
поєднання двох відносно стабільних островів з одним островом, на якому 
рівень мутагенезу більш високий, дозволяє поєднувати швидкість пошуку 
розв’язків зі стабільністю і збереженням кращих розв’язків у загальній по-
пуляції. Робота еволюційного алгоритму на одному острові складається з 
таких етапів: 

1) створення стартової популяції; 
2) селекція — відбір найкращих особин для схрещування; 
3) поділ відібраних особин на пари; 
4) схрещування та мутації; 
5) повернення нових особин у популяцію; 
6) вимирання найгірших особин; 
7) перевірка критерію зупинки. Якщо критерій виконується, то зупинка 

алгоритму, якщо ні — повернення до пункту 2. 
Усі елементи алгоритму припускають різні способи реалізації. Напри-

клад, селекція може виконуватися у формі відбору заданої кількості кращих 
особин або у формі ймовірнісного відбору. Причому ймовірність може за-
лежати як від значень цільової функції (9), так і від місця особи в ранжова-
ному списку. Поділ особин на пари може бути абсолютно випадковим, а 
може залежати від ступеня близькості або відмінності особин. Такий підхід 
потребує введення міри близькості особин. У наведеній роботі з цією метою 
використовується сума квадратів відстаней між контрольними точками кри-
вих Безьє кожних двох особин. Тобто як критерія схожості особин з номе-
рами i  та j  використовується сума 
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Чим особини i  та j  більше схожі, тим величина ji,  буде меншою. 

У цій роботі використано стратегію аутбридингу, тобто чим більше особини 
відрізняються одна від одної, тим з більшою імовірністю вони утворюють 
пару для схрещування. Схрещування реалізовано у формі випадкового об-
міну контрольних точок двома батьківськими особинами. Тобто контрольна 
точка з номером k  нащадка особин i  та j  є результатом випадкового вибо-

ру з двох відповідних контрольних точок батьківських особин ),( )()( i
k

i
k yx  і 

),( )()( j
k

j
k yx . Мутації в даному випадку полягають у зміні координат деяких 

контрольних точок нащадка на деяку випадкову величину, яка має нульове 
середнє значення. Кількість контрольних точок, що мутують, є також випа-
дковою величиною. Вимирання найгірших особин, як і відбір особин для 
схрещування, також може бути реалізовано кількома способами. Критерієм 
зупинки може бути виконання заданої кількості ітерацій або досягнення по-
пуляцією заданого рівня гомогенності. 

Наведений алгоритм застосовується для кожного з островів окремо. За-
гальний алгоритм оптимізації складається з таких етапів: 

1) створення стартових популяцій на кожному з островів; 
2) виконання K  циклів еволюційного відбору всіх островах; 
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3) міграція з острова на острів деякої кількості найкращих особин; 
4) перевірка критерію зупинки. Якщо критерій досягнуто — зупинка 

алгоритму. Якщо критерію не досягнуто — повернення до пункту 2. 
Після зупинки роботи алгоритму необхідно виділити оптимальний 

розв’язок із всієї сукупності особин. Середнє ж значення параметрів у попу-
ляції є стійкішим до випадкових відхилень, ніж параметри окремої особини. 
Тому як розв’язок задачі оптимізації пропонується брати зрізну вибіркову 
середню параметрів кращих особин усіх (або однієї з трьох) популяцій. Для 
обчислення зрізного вибіркового середнього можна використовувати, на-
приклад, половину особин популяції. 

ЧИСЛОВА РЕАЛІЗАЦІЯ ТА РЕЗУЛЬТАТИ 

Розглянемо результати розв’язку запропонованого в роботі алгоритму тополо-
гічної оптимізації клейового з’єднання на конкретному прикладі. Розглянемо 
з’єднання, яке має такі параметри: 1001 E  ГПа, 702 E  ГПа, 32   мм, 

1,00   мм, 2,2740 E  ГПа, 54,00 G  ГПа, 30max g  МПа, 5,0min   мм. 

З’єднання навантажено поздовжнім зусиллям 300F  кН/м. Максимальні 

напруження в накладці обмежимо величиною 115max  p  MПа. 

Використовується 6 контрольних точок кривої Безьє. Розрахунки пока-
зали, що довжина оптимального з’єднання 133,85L  мм. Графік зміни то-

вщини накладки по довжині ділянки склеювання і положення контрольних 
точок кривої Безьє зображено на рис 2. 

Як бачимо, на лівому краю з’єднання товщина накладки дорівнює мі-
німально допустимій 0,5 мм. На рис. 3 показано напруження в з’єднанні: 
напруження в клейовому шарі — на рис. 3, а, (у безрозмірній формі); мак-
симальні напруження в накладці та основі — на рис. 3, б. 

Як бачимо, на обох кінцях з’єднання максимальні головні напруження 
дорівнюють максимально допустимим. Максимально допустимі напруження 

в накладці max
p  позначено на рис. 3, б чорною пунктирною лінією. Обме-

ження (7) також виконується як рівності. 

x/L

Рис. 2. Товщина накладки та контрольні точки кривої Безьє 
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Для верифікації запропонованої моделі виконано розрахунок напруже-
ного стану з’єднання за допомогою методу скінченних елементів. Викорис-
тано двовимірну скінченно-елементну модель. Клейовий шар розбивався на 
елементи з максимальним розміром 01,0  . На рис. 4 зображено графіки 
компонентів напружень (3) у клейовому шарі в околі кінців з’єднання (тобто 
в найбільш напружених ділянках), які обчислені за допомогою запропоно-
ваної моделі та скінченно-елементного моделювання (наведено напруження 
в серединній площині клейового шару) . 

ВИСНОВКИ 

Результати розв’язання низки задач та аналізу результатів: 
1. Залежність довжини та форми накладки від навантаження має нелі-

нійний характер. 
2. Наявність у задачі оптимізації обмеження на мінімально допустиму 

товщину накладки призводить до того, що знайдена оптимальна форма міс-
тить на ненавантаженому краю накладки горизонтальну площини мінімаль-
но допустимої товщини. Таке конструктивне рішення, наскільки відомо ав-
торам роботи, раніше ніким не пропонувалося. 

3. Домогтися рівномірного розподілу напружень у з’єднанні за заданих 
умов задачі неможливо. Ключовим обмеженням, мабуть, є стала по довжині 
з’єднання товщина основної пластини. Як наслідок несна здатність 
з’єднання обмежена.  

а б
Рис. 3. Напруження в клейовому шарі 

а б
Рис. 4. Напруження в клейовому шарі на кінцях з’єднання: АМ — аналітична
модель; FEM — скінченно-елементна модель



С.С. Курєннов, К.П. Барахов, Г.С. Барахова 

ISSN 1681–6048 System Research & Information Technologies, 2023, № 2 136

4. Використання кривих Безьє порівняно з розвиненням профілю на-
кладки у тригонометричний ряд має ряд переваг — менша кількість шука-
них параметрів, можливість автоматично враховувати деякі відомі ефекти 
(наприклад, горизонтальність дотичної до графіка товщини на початку 
координат). 

Запропонований підхід може бути розвинений та узагальнений у таких 
напрямах: 

1. Застосування запропонованого генетичного алгоритму оптимізації 
для розв’язання задач топологічної оптимізації з’єднань коаксіальних цилі-
ндричних труб та з’єднань з коловою симетрією [9; 10]. 

2. Розвиток та ускладнення острівної моделі генетичного алгоритму. 
Використання, наприклад, різних цільових функцій на кожному з островів, і 
навіть комбінацій генетичних алгоритмів з іншими сучасними методами оп-
тимізації. 

3. Оптимізація з’єднань з урахуванням температурних та технологічних 
напружень у конструкції [29]. 
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APPLICATION OF BEZIER CURVES FOR DESCRIPTION OF STRUCTURE 
SHAPE IN OPTIMIZATION OF ADHESIVE JOINTS / S.S. Kurennov, 
K.P. Barakhov, H.S. Barakhova 

Abstract. The problem of topological optimization of a symmetrical double-shear 
adhesive joint has been solved. The suggested mathematical model of a joint with 
variable thickness generalizes the classic Holland–Reissner model. The shape of the 
doubler is described by means of the Bezier curve. Seeking parameters in the opti-
mization problem are coordinates of reference points of the Bezier curve. Both joint 
length and doubler cross-section area can be considered an objective function. The 
restriction is applied on stress in adhesive film and doubler. The direct problem of 
finding the joint stress state at given geometric parameters was solved using the fi-
nite difference method. The genetic algorithm was used to solve the optimization 
problem. In order to improve the convergence of the genetic algorithm, the island 
model of evolution is suggested, which ensures quick evolution selection and stabil-
ity of obtained results. The model problem is solved. 

Keywords: three layer construction, topological optimization, genetic algorithm. 
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ESTIMATION OF THE PARAMETERS OF GENERALIZED 

LINEAR MODELS IN THE ANALYSIS OF ACTUARIAL RISKS 

R.S. PANIBRATOV, P.I. BIDYUK 

Abstract. Methods of estimating the parameters of generalized linear models for the 
case of paying insurance premiums to clients are considered. The iterative-recursive 
weighted least squares method, the Adam optimization algorithm, and the Monte 
Carlo method for Markov chains were implemented. Insurance indicators and the 
target variable were randomly generated due to the problem of public access to in-
surance data. For the latter, the normal and exponential law of distribution and the 
Pareto distribution with the corresponding link functions were used. Based on the 
quality metrics of model learning, conclusions were made regarding their construc-
tion quality. 

Keywords: actuarial risk, generalized linear models, simulation modeling, exponen-
tial family of distributions, iterative-recursive weighted least squares method, Adam 
method, Monte Carlo method for Markov chains. 

INTRODUCTION 

Actuarial risk is classified as the risk that the assumptions implemented by 
actuaries in the model for estimating the prices of insurance policies may be 
inaccurate or incorrect. This term is also identified as “insurance risk”. The level 
of actuarial risk is directly proportional to the reliability of the assumptions 
implemented in the pricing models used by insurance companies to set premiums. 
Probability estimates are used to set the price of insurance policies, allowing 
insurers to implement payments subject to normal business operations. If the 
proposed hypotheses are wrong, the events that were not considered become the 
reasons for increasing the frequency of payments, which, in turn, leads to serious 
financial consequences for the insurer. 

Monograph [1] provides useful methodology for system analysis of complex 
processes. The methodology was applied by the authors to analysis of actuarial 
processes. In studies [2; 3], mathematical modeling issues related to complicated 
non-stationary processes and systems are discussed. 

Generalized Linear Models (GLM) allow making explicit assumptions about 
the nature of the insurance data and their relationship with the predicted variables. 
Furthermore, GLM provides statistical diagnostics that helps in selecting only 
significant variables and testing model assumptions. This approach is widely 
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recognized as a standard way of pricing for different types of insurance in 
different markets of countries. 

The GLM consists of a wide variety of models, including the linear 
regression model as a special case. Assumptions for the latter, usually including 
normal distribution, constant variance, and additivity of effects, are rejected. For 
example, the target variable can be taken from an exponential family of 
distributions [4]. 

The exponential family of distributions has the following general form: 
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where )(ia , )(b , and ),( iyc  are functions, that are defined at the beginning; 

i  is a parameter related to the mean value;  is a scale parameter related to variance. 

The variance can vary together with the mean of the distribution. The 
influence of explanatory variables is assumed to be additive on an another scale. 
The following assumptions are made for GLM: 

Stochastic component: each component of Y is independent and is taken 
from the one distribution of exponential family. 

Systematic component: р covariates (explanatory variables) form linear 
predictor  : 

  X  . 

Link function: the relationship between the random and systematic compo-
nents is established through a link function that is differentiable and monotonic: 

 )(   ][ 1  gYE . 

PROBLEM STATEMENT 

The purpose of the study is to implement methods for estimating GLM parame-
ters for the analysis of actuarial risks, using different distribution laws and link 
functions for the predicted variable. 

METHODS OF ESTIMATING PARAMETERS OF GENERALIZED LINEAR 

MODELS 

GLM parameter estimation is a rather important issue and deserves appropriate 
attention. The following algorithms were used to evaluate parameters for the 
purpose of comparing methods: iterative-recursive weighted least squares 
method; Adam optimization algorithm, Monte Carlo method for Markov chains. 

Iterative-recursive weighted least squares method 

The heteroskedastic model can be adjusted using the weighted least squares 
method (WLS), 

 WyXWXX TT 1) ( 
~  , 
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where y is a target variable; 
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weights; X  is a matrix of covariates. 
We will use Fisher’s scoring [5]: 
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The matrices A and W are related in a next way 
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Then equation for estimating parameters of GLM can be rewritten as 
follows: 

 )  () ( )(1)1( WzXWXWXX TtTTt   , 

where ) (    

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


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

 yz . 

At each step of algorithm: 
1. The current estimate of   is used to calculate a new working variable z  

and a set of weights W . 
2. Update (regress) z  using X  and W  to obtain new values. 
Iteratively reweighted least squares with random effects (IRWLSR), which 

was proposed in [6], successfully overcomes the challenge posed by high dimen-
sional intractable integrals in fitting GLMMs for non-normal data. IRWLSR is 
used for Maximum Likelihood estimations of generalized linear mixed effects 
models (GLMMs). The benefit is that a working linear mixed effects model 
(WWLMM) for normal data performs the bulk of the calculation and prediction. 
Only the working responses and weights in the WWLMM are updated using the 
GLMM distribution and link function. The complete algorithm can be applied 
with ease even if high-dimensional intractable integrals are present in the likeli-
hood function because it does not require any numerical evaluations of intractable 
integrals. 

Adam (Adaptive moment estimation) 

The adaptive movement estimation algorithm or Adam is an extension of the 
gradient optimization algorithm. It was created to speed up the optimization 
process to improve the ability of the optimization algorithm. This is achieved by 
increasing the step size for each input parameter being optimized. Each step size 
is automatically adapted through a search process based on partial derivatives or 
gradients for each input variable. This involves computing the first and second 
moments of the gradient as an exponentially decreasing first moment and second 
moment for the input variables.  
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First, the moment vector and exponentially weighted norm at infinity are 
adjusted for each optimization parameter, which is denoted as m and v. Their 
initial values are equal to zero. 

The algorithm consists of the following steps [7]: 
The gradient of the target function for the current step is calculated: 

 ))1(( )(  kxfkg . 

1. Next, the first moment is updated using the gradient and the hyperparame-
ter 1 : 

)()   1()1( )( 11 kgkmkm  . 

2. The second moment is then updated using the gradient square and the 
hyperparameter 2 : 

 )(* )  1 ()1( *  )( 2
12 kgkvkv  . 

The last two values are biased because their initial values are equal to zero. 
3. The first and second moments are adjusted according to the following 

formulas: 
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4. The optimum point is calculated by the expression: 
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where   is the hyperparameter of step size;   is a small value that ensures there 
will not be zero division error. 

According to [8], the Adam optimization algorithm combining adaptive co-
efficients and composite gradients based on randomized block coordinate descent 
is proposed, which improves the algorithm’s performance. Starting with the im-
provement of the Adam algorithm to accelerate the convergence speed, accelerate 
the search for the global optimal solution, and enhance the high-dimensional data 
processing ability. The suggested approach improves the Adam optimization al-
gorithm’s performance to some degree, but it ignores the effects of second-order 
momentum and various learning rates on the performance of the original algo-
rithm. 

Quasi-Hyperbolic Momentum (QHM) and Quasi-Hyperbolic Adam (QHA-
dam) are computationally affordable, easily understood, and straightforward to 
use. They were implemented in [9] by the authors. In many situations, they can be 
great substitutes for momentum and the Adam algorithm. They specifically make 
use of high exponential discount factors possible by employing rapid discounting. 

As objective functions, the log-likelihood functions of the distributions of 
the predicted variables were used with their link functions. 

Bayesian approach for parameter estimation  

The flexibility of the Bayesian technique to adapt, or the capacity to estimate 
model parameters iteratively in the situation where new measurements are con-
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tinually coming in, is one of its benefits. The Monte Carlo technique for Markov 
chains (MCMC) may be used to estimate the model’s parameters to the data at a 
particular step i, and in general, the process can be expressed as follows: 

 )(
~

  
~~

1 iii   , 

where i
~

 is an estimation of some parameter  of the model at step i;   is a 

weight factor; )(
~

i  is the increment in the value of the estimate to be evaluated. 

The Markov condition for representing stochastic processes using Markov 
chains is satisfied since the estimate of the parameter at the subsequent stage sole-
ly depends on the estimate at the preceding phase. The Monte Carlo approach is 
used to generate data from the suitable distribution of the parameter, which is re-
quired in order to estimate the rise in the estimate. Therefore, the Monte Carlo 
approach for Markov chains gets its broad name. 

This architecture has concerns with re-estimating the parameter distribution 
in response to fresh observations and producing data from the proper distribution 
for estimating unknown parameters. The MCMC method may be used to answer 
these queries. 

Typically, the Bayesian method for creating a regression model looks like 
follows: 

 ),   ... ( ~ 11  knnkk xaxaNy ,  mk ,...,1   , 

where N  is the Normal distribution with appropriate parameters.  
In general, the distribution type can be chosen based on how the data are ac-

tually distributed. It can be rewritten in the matrix form: 

 ),( ~ ), ,( ~ 0,0  KNIXNy e , 

where 0  is a vector of mean values at zero step; 0,K  is the corresponding co-

variance matrix. 
The zero step refers to the initial estimation that was made and will be im-

proved as new data and slow adaptation become available. 
Ordinary Least Squares (OLS) can be used when the measured factors and 

the dependent variable are both normally distributed random variables. The con-
venience of MCMC, however, comes from the ability to update the values of a 
few distribution parameters without performing a full recalculation of all matrix 
operations. This is made possible by the so-called property of conjugate prior dis-
tributions from the family of normal, gamma, and their inverse distributions. 

The regression model has the following form: 

        bxay . 

Primary estimation of vector 0  can be written in the next form: 
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Applying the aforementioned property to each new pair of observations, it is 
possible to arrive at a formula for the updated values ),( 11 st , ),( 22 st  of the distri-
bution parameters: 
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However, in the majority cases, when working with non-stationary proc-
esses, there is a case of probabilistic uncertainty, or uncertainty about the distribu-
tion, which means it is impossible to guarantee an unchanged normal distribution 
of variables and parameters, making it impossible to always use the above prop-
erty. It is also theoretically incorrect to continue using OLS because the condi-
tions required for its use are broken. Even in situations when the kind of distribu-
tion sought is unknown, MCMC offers a method for approximating the unknown 
distribution by producing data for the posterior distribution. 

Let’s say that an unknown parameter’s distribution has to be calculated. To 
do this, it is recommended that a large number of points be produced from this 
distribution, from which the required distributional parameters may then be esti-
mated using the law of large numbers. Nevertheless, as the posterior distribution 
of the parameters is unknown, a tool for such creation is required. The Metropo-
lis-Hastings method is a potent tool for resolving the given issue. The algorithm’s 
primary steps may be summarized as follows: 

1. The method begins by working with an initial value 0 , which can ini-
tially be any random integer. 

2. The next step is to choose a new value for *  that is suggested as being 

produced from the chosen distribution. Some propositional function ),( 0
* g  

serves as the foundation for the production of * . The function  g is often se-
lected to be Gaussian and must be symmetric. The Bayes theorem is used to ac-
count for the effect of the newly acquired observations in this process. 

3. Then calculations are made to determine the resulting value’s acceptance 
rate β : 
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4. If   u , or the newly created point * , is accepted and becomes 1 , a 

random number 10  u  is chosen; if not, the value is rejected, and the procedure 
stays at the previous point. 
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5. Until there are sufficient observations, steps 2, 3, 4 are repeated. 
The Metropolis-Hastings method asserts that the remaining points originate 

from the posterior distribution ),( Xyf   after certain initial values are discarded 

since the values created in the first stages are not yet stable. 
The computation of new posterior distributions is repeated using the consid-

ered technique when new data is introduced since the prior posterior distributions, 
according to the Bayes scheme, become a priori for the following iteration. 

In [10], authors analyzed insurance claim data and represented the total 
claims during a specific time frame as a random sum of individual claims’ indi-
vidual positive random variables. According to the data, the variances of both the 
random total and the random claim size are as big as cubic powers of their respec-
tive means. They used natural exponential family modeling to match distributions 
with cubic variance functions to the insurance data. The authors took into account 
three discrete counting factors for the random sum and three positive continuous 
distributions for the claim size, both of which were derived from natural exponen-
tial families. In order to create sampling algorithms, they provided a comprehen-
sive study of the nontrivial discrete counting variables. They ran Monte Carlo 
simulations to compute tail probabilities, particularly for big losses, using samples 
from the overall claim distribution. Two methods increased these models’ effec-
tiveness. The first is that convolutions belong to the same family as the individual 
distribution because the claim size distributions fulfill the reproducibility condi-
tion. The use of importance sampling is the second enhancement. 

In [11], authors presented a variety of machine learning regression ap-
proaches ranging from multivariate adaptive regression splines and kernel regres-
sion to ordinary and generalized least-squares regression variants over GLM and 
generalized additive model (GAM) approaches for high-dimensional variable se-
lection applications, such as the calibration step in the least-squares Monte Carlo 
(LSMC) framework. Regression algorithms proved to be suitable machine learn-
ing methods for proxy modeling of life insurance companies in their slightly dis-
guised real-world example and given LSMC setting, with potential for both 
performance and computational efficiency gains by fine-tuning model hyper-
parameters and implementation designs. After all, none of the author’s tried and 
true methods could entirely remove the bias seen in the validation figures and 
produce findings that were consistent throughout the validation sets. The range of 
suggested regression techniques can be further reduced by looking at whether 
these findings are systematic for the approaches, the consequence of the Monte 
Carlo error, or a mix of the two. Although though such assessments would be 
quite expensive computationally, they would be extremely helpful in revealing 
new ways to improve the quality of approximations. 

NUMERICAL EXPERIMENT 

Insurance data is not always publicly available, so it was decided to generate 
insurance indicators and target variables randomly. The data consisted of the 
following variables: 

 age (range from 18 to 64 years); 
 sex; 
 body mass index (normal distribution was used); 
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 number of children (range from 0 to 5); 
 smoker status; 
 region (generated from sample view [‘north’, ‘south’, ‘east’, ‘west’, ‘center’]); 
 charges.  
The last variable is the target and the following distribution laws with the 

corresponding link functions were used for it: 
 normal distribution with a known variance  and a logarithmic link function; 
 exponential distribution with the identity link function; 
 pareto distribution with a known scale parameter mx  and a link function 

of the form xxf  – 1 )(  .  
Gaussian noise with variable variance, which is a linear function, was added 

to the predicted variable. 

RESULTS OF THE EXPERIMENTS 

The following metrics were used to estimate the quality of the models: 
Mean squared error: 
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The results of the estimation of GLM parameters using three methods are 
presented in Tables 1, 2, 3. 

T a b l e  1 .  Results of GLM construction for a target variable with a Gaussian
distribution with known variance and a logarithmic link function 

Metric MCMC ADAM IRWLS 
MSE 4410.78 686.65 2458.21 

RMSE 66.41 26.20 49.58 
MAE 51.88 25.81 49.58 

 

T a b l e  2 .  Results of GLM construction for the target variable with a Pareto
distribution with a known scale parameter and a negative linear link function 

Metric MCMC ADAM IRWLS 
MSE 52725.56 82188.07 638121.57 

RMSE 229.62 286.69 798.83 
MAE 154.02 205.31 773.33 
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T a b l e  3 .  Results of GLM construction for the target variable with an
exponential distribution and an identity link function 

Metric MCMC ADAM IRWLS 
MSE 213.52 148.95 288.53 

RMSE 14.61 12.20 16.98 
MAE 11.17 3.64 15.66 

 

According to the results of GLM construction for three cases, it can be seen 
that in most cases, the Adam method showed quite good results. The MCMC 
method also showed good results for the case of the Pareto distribution. The final 
choice of parameter estimation method is made after practical application of mod-
els to solve the problem of predicting possible losses. 

CONCLUSIONS 

The methods of estimating GLM parameters for the analysis of actuarial risks in 
case of payment of insurance premiums to clients are considered. The following 
three methods are implemented: the iterative-recursive weighted least squares 
method, the Adam optimization algorithm, and the Monte Carlo method for Mar-
kov chains. Since insurance data are often not publicly available, the insurance 
indicators and the target variable were randomly generated: age, gender, body 
mass index, number of children, smoking status, region, and charges. The latter 
was generated using: a normal distribution with a known variance and a logarith-
mic link function; exponential distribution with the identity link function; of the 
Pareto distribution with a known scale parameter and a link function of the form 
of a negative linear function. According to the results of the experiments, it can be 
concluded that the Adam optimization algorithm demonstrated good results in 
most cases. The Monte Carlo method for Markov chains also showed good results 
for the case of the Pareto distribution. 
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ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ УЗАГАЛЬНЕНИХ ЛІНІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 
В АНАЛІЗІ АКТУАРНИХ РИЗИКІВ / П.І. Бідюк, Р.С. Панібратов  

Анотація. Розглянуто методи оцінювання параметрів узагальнених лінійних 
моделей для аналізу актуарних ризиків у випадку виплат страхових премій 
клієнтам. Було реалізовано ітеративно-рекурентно зважуваний метод най-
менших квадратів, алгоритм оптимізації Adam та метод Монте-Карло для лан-
цюгів Маркова. Страхові показники та цільова змінна генерувалися випадко-
вим чином у зв’язку з проблемою публічного доступу страхових даних. Для 
останньої використовувався нормальний та експоненціальний закон розподілу 
і розподіл Парето з відповідними функціями зв’язку. На основі метрик якості 
навчання моделей були зроблені висновки щодо їх якості побудови. 

Ключові слова: актуарний ризик, узагальнені лінійні моделі, імітаційне моде-
лювання, експоненційна множина розподілів, ітеративно-рекруентно зважува-
ний метод найменших квадратів, метод Adam,метод Монте-Карло для марків-
ських ланцюгів. 
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